UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID

ESCUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIER{A DE SISTEMAS
INFORMATICOS

h Y

)

Universidad ETS SISTEMAS
de Madria | INFORMATICOS

Trabajo de Fin de Grado de Ingenieria de Computadores 2019/2020

h

TITULO:

COMPUTACION CUANTICA: Introduccién al paradigma cuantico universal,
situacién actual, herramientas de desarrollo, estudio e implementacion
del algoritmo Quantum Counting clasico, desarrollo de una version
simplificada del algoritmo y aplicaciones practicas.

AUTOR:

Todor Krasimirov Ilvanov

TUTOR:

Giannicola Scarpa






Resumen

La computacion cudntica es un campo innovador en las ciencias de computacidn e informacion
gue actualmente se encuentra en vias de desarrollo con algoritmos e infraestructuras cada vez
mas elaborados. Este tipo de computacién, en concreto la computacién cudntica universal de
puertas, posee un gran potencial de calculoy, a lo largo de todo el proyecto, se detallan las
caracteristicas y propiedades que la hacen una computacidn alternativa y ventajosa frente a la
computacion cldsica en problemas de calculos masivos.

Ademas de incluir la informacién mas relevante sobre el contexto histérico de la mecanica
cuantica, por la cual la computacién cudntica se ha podido desarrollar, se introducen los
conceptos principales de esta para la construccion de algoritmos con el paradigma de
programacion cudntico universal, analizando, a su vez, las ventajas que supone la utilizacién de
dicho paradigma.

También, se estudia el estado actual de la computacidn cuantica referente a tecnologias como
los entornos de programacion cuantica y las infraestructuras de maquinas cudnticas existentes
de empresas relevantes como /IBM o Microsoft.

Una vez introducidos los conceptos fundamentales sobre computacién cuantica, se detalla la
construccion del algoritmo cuantico Quantum Counting con el cual se cuenta el nimero de
soluciones de una determinada funcién objetivo abstracta, adaptable a muchos problemas
reales, demostrando una ventaja cudntica frente a los algoritmos clasicos mds eficientes que
realizan el mismo trabajo.

Andlogamente, se investiga y se desarrolla un algoritmo cudntico muy reciente, mas simple y
eficiente que el Quantum Counting clasico, denominado Simpler Quantum Counting, el cual
facilita la ejecucién en ordenadores cuanticos reales por la reduccidn sustancial del nimero de
operadores controlados.

Estos dos algoritmos, el cldsico y el simplificado, son ejecutados en simuladores y maquinas
cuanticas utilizando funciones prueba con el correspondiente analisis de resultados.

Finalmente, se enumeran una serie de aplicaciones practicas del Quantum Counting Utiles para
la implementacién de otros algoritmos cudnticos como el Quantum Amplitude Estimation o el
algoritmo de Grover, ademds de otras utilidades en campos como la inteligencia artificial o
problemas de explosidn combinatoria, en los que la computacidn cudntica supone ventajas en
cuanto a complejidad computacional.



Abstract

Quantum computing is a breakthrough field in information and computation science whose
guantum software and hardware are in a constant development process improving
increasingly its possibilities. This type of computation, specifically the universal quantum gates
computation, holds a great potential of calculation and its features and properties are
explained all along the project, demonstrating the advantages against classical computation
when it comes to massive calculation problems.

Firstly, fundamental concepts of universal quantum computation are introduced focusing on
algorithm construction using the quantum gate programming paradigm which advantages are
analyzed. Also, an historic context of quantum mechanics is given to trace the evolution that
brought quantum computing to reality.

Moreover, quantum computing state-of-art is studied researching recent technologies as
guantum programming environments and physical quantum devices of outstanding
corporations as IBM or Microsoft.

Once all fundamental concepts of quantum computing are explained, the construction of a
guantum algorithm called Quantum Counting is detailed, whose purpose is to find the number
of solutions of a given abstract function adaptable to real life problems. The quantum
advantage of this algorithm is demonstrated by comparing it to the best classical algorithms
with the same purpose.

Then, a simplified version of the Quantum Counting algorithm is studied and implemented,
named as Simpler Quantum Counting. It is a brand new quantum algorithm which reduces the
number of controlled operators in its related quantum circuit easing, consequently, its physical
execution in quantum machines.

These two quantum algorithms, the classical version and the simplified one, are run in
guantum simulators and physical quantum computers including their corresponding results
and discussions.

At last, several useful applications of the Quantum Counting are listed and presented as future
jobs. Some of them are associated with other quantum algorithms implementation as
Quantum Amplitude Estimation or Grover’s algorithm and the rest are aimed to artificial
intelligence or combinatorial explosion problems where quantum computing is advantageous
in terms of computational complexity.



iNDICE

R 1o o Yo [T ool e Y o RS TR 6
1.1. Definicion del problema a resolver y 0bjetivos ..o 7

2. Contexto histérico de la mecdnica CUANTICA ...cccceceiecever e e e 8
EXPErimeENtO d& YOUNE ...ucuvieiieieiieeistiet ittt sttt et te e sas e s ses s e ses s esenean 8
Hamiltoniano CUBNTICO .....cceieieiieeceeee ettt st st v e eraenens 11
Cuantizacion de Max Planck y Albert EiNSteiN .......cooeeeveiveiveivece s 11

ESPACIo d@ HiIlDEIt ...ttt st st et 12

Modelo atdmico de Ernest Rutherford ..........uoeeeeceicnececeenece e e 12

Modelo atdmico de Niels BONT .....cccuvieuieiieiieiecese st st st e 14

NUMEIOS CUANTICOS ....veeieeeieriireiineeeieiete sttt steaeb st ses s eseebeessesese sasesensaneseenas 15

Hipotesis de D Broglie .....covveeeeieieireireereee ettt et st e s s e 15

Ecuacion de SChrOdiNGEr ....uvvveiveeececeee ettt e s sre e s 16

Principio de exclusion de Pauli .......cccuecveivineece ettt s sesev e 16

Principio de incertidumbre de HeiSENDbErg .......ccoveveecveieiiveieee e 17

ECUQCION A€ DIFAC cveveiieieieete ettt ettt ettt st ettt et e te e sae et st st ne s nsnnnas 17

Concepto de ordenador cudntico: Algoritmos de Shor y de Grover ................. 18
3. Introduccion a la computacion cUANtICa ......ccveveierieiececececere e eeisessaeree e seeeneens 19

Tipos de computadores CUANTICOS ....cocceveveeveeeceieintinreeere s er e s saeas 24
QUDBIES ettt ettt s e e ettt e st sttt s e et te see e e 26
NOLACION AE DIlAC cueevevveeeieeiriierireiierete sttt e ettt eb e st e e sbe e e b et s senes 30
Operadores y puertas |8gicas CUANTICAS .....ceeeeerereierieree st s esesaesaens 32
CIrCUItOS CUANTICOS vovvuiieiirireiireiet et st ettt st s e s b sa et saa e senes 36
Ventajas de la computacion CUANTICA ....ccveveeeiveeece e st 40
Inconvenientes de la computacion cudntica .......cccceeveeeeececce e, 41
4. ESTAdO eI AT cecuiiecieeeieeire et sttt sttt st b et sttt et st b et e b eaens 43
5. Herramientas para el desarrollo de programas cudnticos ..........c.ccceeeeevevevevenrenineneeenn. 51
Microsoft Quantum Development Kit .......ccccueeuevniireirecese e 52
QUSKIT vttt ettt s sttt st et st st s e s et st s e s steaen s e seeen et 55
6. Quantum Counting: Algoritmo de busqueda cudNtiCo .......cccccceeevieieeieececcecceee e 58
AlZOITtMO B GIOVEN ...cveeeeeceecteeee ettt ettt steste e et b bbb beas et st stesna s nnaens 58
Transformada cudntica de FOUNIEN .....ouueivee v et e 62
Quantum Phase EStiMation ........ccceineie v st e s es e 64
Quantum Counting: Busqueda del nimero de soluciones ..............cccccueuene...... 66
Complejidad computacional .........cccueiiiniineieee et st st 68
Complejidad €N MEMOKIA ....cecuieeeceee ettt st et r et e e e es 69
Simulacion del algoritmo €N QH .........ooeeeeece e e 70
Simulacion del algoritmo con QUsKit ........ccccceeeieieiceicecceee e 73
Ejecucion en el computador cudntico de IBM .........ceceeececneeneeveeecveseeseeennns 13
7. Simpler QUANTUM COUNTING .....cuoeeeeeeeeieeieieeeeeeeeee et e cee s s s e te s e etesteste s s e sesaesaesansans 75

Complejidad computacional y en memoria ........cccccceeieeceeceeceecseseeccececievinnnn.. 80
Simulacion del algoritmo €N QH .........coeeecececeee ettt st ennee e 81

Simulacion del algoritmo con QUSKIt ........c.ccueieeiveieece e 82
Ejecucion en el computador cudntico de IBM ...........coeceeeeecnrineceeceeeeee e 84
(0701 ol 1T o =13 TSRS 85
SN o] [oF: Tol o) o 1Y o = Lot ot- L3NS O STR 86
9. LINEAS FULUIAS ..veeceecte sttt sttt et ee et s s eaesse s et s saeses eseas st sesseseressenensesansnsesens 90



1. Introduccion

A continuacidn, se detalla la estructura del desarrollo del proyecto de fin de grado titulado
Computacion cudntica: Introduccion al paradigma cudntico universal, situacion actual,
herramientas de desarrollo, estudio e implementacion del algoritmo Quantum Counting
cldsico, desarrollo de una version simplificada del algoritmo y aplicaciones prdcticas.

Primero, en el apartado 1.1 se resume el problema a resolver y los objetivos que se tratan a lo
largo de todo el trabajo.

En la seccidon 2, se exponen los inicios de la mecanica cudntica y el transcurso de esta a través
de la historia, mencionando los descubrimientos y avances mas relevantes, terminando por el
surgir del concepto de computacidn cuantica.

Después, en la seccion 3, se introducen los conceptos y herramientas esenciales en la
computacion cudntica, hablando de las propiedades de la mecdanica cudntica, de su utilidad
para el tratamiento de informacién y de la representacidn de esta para la computacién
cuantica universal de puertas. También, se explican las ventajas e inconvenientes de este tipo
de computacioén.

El apartado 4 se corresponde con una investigacion sobre el estado del arte de la computacién
cuantica de puertas, donde se habla de la situacién actual de los computadores cuanticos
fisicos y de los algoritmos que se pueden implementar. Adicionalmente, se habla de la ventaja
cuantica alcanzada por Google y de su significado.

En la siguiente seccidn, la seccidén 5, se exponen algunas de las herramientas mas conocidas
disponibles para el desarrollo de programas cudnticos, como lenguajes de programacion y kits
de desarrollo software. Se estudian en profundidad las tecnologias que ofrece Microsoft, con
su kit de desarrollo Microsoft Quantum Development Kit, su lenguaje de programacién
cuantico Q# vy sus aspiraciones en los computadores cuanticos, e IBM con su entorno de
trabajo Qiskit, las maquinas cudnticas de las que disponen y, también, sus futuros proyectos.

Posteriormente, en la seccién 6, se detalla la construccidn del algoritmo Quantum Counting
clasico con las respectivas demostraciones de su funcionamiento, incluyendo explicaciones de
todas las partes que lo componen: algoritmo de Grover, transformada cudntica de Fourier y la
estimacion de fase cudntica. Ademas, se realiza un analisis de la complejidad computacional y
en memoria del algoritmo, junto con la correspondiente simulacién del algoritmo con Q#y
Qiskit y su ejecucidon en maquinas reales de /IBM.

Al igual que en la seccidn 6, en la seccidn 7 se incluye exactamente lo mismo respecto de una
version simplificada del Quantum Counting que no utiliza la estimacidn de fase cudntica,
demostrando dicho método, simulandolo con pruebas y ejecutandolas en computadores
cuanticos reales. Este algoritmo simplificado se trata de una versidn reciente y este trabajo
recoge una de las primeras implementaciones con sus respectivas pruebas y experimentos.
También, se discuten las complejidades del algoritmo y se da una comparativa con la versién
clasica del algoritmo con las conclusiones correspondientes.

Finalmente, en los apartados 8 y 9, se investigan y exponen una serie de aplicaciones practicas
y trabajos futuros, tanto para el Simpler Quantum Counting como para otras areas de interés
en la computacion cudntica universal tales como inteligencia artificial con Quantum Machine
Learning.



1.1. Definicion del problema a resolver y objetivos
Este proyecto aborda el tema de la computacién cudntica universal o de puertas con
desarrollos, explicaciones y analisis de cdmo funciona este tipo de computacién de forma
general introduciendo conceptos primordiales de computacién cuantica, herramientas de
desarrollo de programas cudnticos y la situacién actual de todo este campo de estudio, junto
con una contextualizacidn histérica de la mecanica cuantica.

En concreto, en el problema que se aborda es el de desarrollar e implementar el algoritmo de
Quantum Counting clasico que hace referencia a un algoritmo de contabilizacién de soluciones
dada una funcidn objetivo mediante el paradigma cuantico universal.

También se investiga y se desarrolla una versién simplificada del algoritmo que recibe el
nombre de Simpler Quantum Counting, cuyo objetivo es el mismo, pero utilizando otro
método distinto al algoritmo cldsico que mejora la complejidad en tiempo de ejecucion y
permite ejecutar el algoritmo en maquinas cuanticas reales, dadas las restricciones de estas.

El objetivo del proyecto es indagar en las tecnologias cuanticas estudiando las herramientas e
infraestructuras actuales y desarrollar algoritmos Utiles que supongan una ventaja frente a los
gue se pueden implementar con informatica cldsica, como es el Simpler Quantum Counting.

Adicionalmente, se tienen una serie de objetivos futuros como la aplicacién directa de
algoritmos cudnticos para resolver problemas intratables cldsicamente o la aplicacién de
determinados algoritmos cuanticos para la creacidén de otros procesos necesarios en casi
cualquier programa cudntico como es el Quantum Amplitude Estimation.



2. Contexto histérico de la mecanica cuantica
La computacidn cuantica tiene sus primeros origenes potenciales en la historia de la mecénica
cuantica con el descubrimiento de las propiedades y los comportamientos fisicos que poseen
los sistemas cudnticos o, en otras palabras, los sistemas cerrados de particulas tales como
atomos, iones, fotones u otras particulas de escala atdmica o subatémica que siguen las leyes
de la mecanica cuantica.

En base a la informacién de [1, 2, 3, 4] se redacta la historia de la mecanica cuantica de forma
cronoldgica,

Experimento de Young

[5, 6] En 1801, un cientifico inglés, Thomas Young, realizé un experimento que revolucionaria
la fisica de aquel entonces, al que se denomind el experimento de la doble rendija de Young.
Este famoso experimento indicaba que la luz se podia manifestar fisicamente de dos formas:
como onda o como corpusculo. Esto mostré lo que hoy se conoce como la doble naturaleza de
la luz.

La estructura del experimento estaba formada por un foco emisor de haces de luz, una lamina
con dos rendijas y una pantalla oscura en la que se reflejaria la luz de forma visual. El
experimento consistié en emitir haces de luz controladas desde el foco que posteriormente
pasarian a través de las dos rendijas, reflejandose finalmente en la pantalla. Se puede ver la
configuracion fisica del experimento en la figura, aunque se ha afiadido una ldmina intermedia
con una rendija para limitar el foco de luz.
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Figura 1. Experimento de la doble rendija de Young.
Fuente: https://i.pinimg.com/originals/c6/c1/82/c6c182d76768b7cd6a962f4c714498a4.jpg
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Este experimento de forma cruda, tal y como se ha expuesto, genera en la pantalla un patrén
de interferencia que, en un principio se debe a la naturaleza ondulatoria de la luz y es que las
ondas de luz, al pasar por ambas rendijas, sufren el efecto de la difraccidn. Este efecto causa
que la luz proveniente de un Unico foco, al cruzar las rendijas, se difracte en ellas y se generen
dos focos de ondas. Por ello, después de cruzar las rendijas, existen zonas donde la
interferencia entre las ondas provenientes de dichos focos es destructiva, es decir, se generan
zonas de oscuridad y otras zonas donde hay interferencia constructiva, donde ambas ondas se
combinan y causan la zona de luz.

La teoria de ondas electromagnéticas es lo que explica el patréon de interferencia que se forma
cuando la luz monocromatica pasa por dos rendijas.

En la figura siguiente, se muestran las distintas configuraciones del experimento de Young.
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Figura 2. Fases del experimento de Young.
Fuente: http://bp2.blogger.com/ hOOPMnNUd9s/RY TrrgXoXl/AAAAAAAAACW/IGZHVafl2u0/s1600-h/Dibujo.JPG

En la fase 1, la configuracidn es la expuesta anteriormente, un Unico foco de luz que pasa a
través de dos rendijas y produce un patrén de interferencia en la pantalla.

En cuanto a la fase 2, se utiliza Gnicamente una rendija y se observa que la luz se muestra en la
pantalla con la forma de la rendija, lo cual es totalmente intuitivo.

Sin embargo, en la fase 3, se repite la configuracion de la primera fase, pero esta vez se afiade
un detector de paso de luz con lo que, si el foco emite haces de luz de forma intermitente,
dicho detector sera capaz de contabilizar el nimero de haces que han pasado por una rendijay
por otra.

En una primera aproximacién y contando con que un haz de luz tiene forma de onda, se
esperaria que el haz que se emite en cada momento pasara por ambas rendijas, es decir, que
la cantidad de haces detectados en una rendija sera igual a los detectados en la otray lo
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observado en la pantalla seria lo mismo que en la fase 1, cuando no se detectaba el paso de
luz.

De forma contra intuitiva, esto no sucede. En su lugar, lo que se origina es que, al comprobar
por qué rendija pasa el haz de luz, se elimina el patron de interferencia observado en la
primera fase y lo que se observa son dos Unicas zonas en las que la luz se ha reflejado sobre Ia
pantalla. Estas dos zonas se corresponden con las dos rendijas por las que ha pasado la luz.

Segun incrementa el nimero de haces de luz que se emiten, los detectores de luz contabilizan
mds o menos el mismo numero de haces en una rendija que en otra, lo cual quiere decir que,
cuando se utilizan detectores, la mitad de las veces la luz toma el camino de una de las rendijas
y la otra mitad pasa por la segunda rendija.

La diferencia entre la fase 1, en la que no existen detectores en las rendijas, y la fase 2, en la
gue estos se introducen en el experimento, es que en la fase 1 la luz se comporta como una
onda dando lugar a interferencias constructivas y destructivas lo cual genera el patrén de
interferencia. Mientras que, en la fase 2, al detectar que un haz de luz pasa por una rendija y
no por la otra, la luz se comporta como particula dado que no se dan los efectos de
interferencia y se pueden contabilizar el nUmero de fotones que pasan por cada rendija.

Esta diferencia lleva a una situacidn en la que se pueden distinguir dos manifestaciones fisicas
distintas de la luz: la onda y la particula. Cuando se controla la emisidn de luz y se detecta el
camino que esta toma, la luz aparece en la realidad como una particula clasica que pasa a
través de una de las dos rendijas. En cambio, cuando no hay trazabilidad de la luz emitida por
el foco y no se verifica el paso de esta a través de las rendijas, la luz toma la forma de onda y
pasa por ambas rendijas al mismo tiempo difractdndose y produciendo el efecto de la
interferencia ondulatoria.

Existen varias interpretaciones de este experimento, pero, principalmente, lo que da a
entender es que la luz tiene distintas formas de manifestarse en la realidad y dichas
manifestaciones se basan en la variable de observacion y determinacién del comportamiento.

Al tratar de cuantificar los haces de luz mediante detectores, la luz se manifiesta como una
particula cuantificable de la que se pueden distinguir propiedades como el spin o la masa. Sin
embargo, cuando simplemente se observa qué sucede en el experimento sin deteccién alguna,
la luz se comporta como una onda electromagnética con una frecuencia determinada que se
propaga a través de las tres dimensiones espaciales con una velocidad de propagacién igual a
la velocidad de la luz.

Esto fue muy desconcertante en cuanto a que la variable que provocaba una manifestacion
fisica u otra era la observacion, el intento de determinacion del ser humano. Dicha observacion
era la causante de que las propiedades ondulatorias como la interferencia y la difraccién se
perdierany, en su lugar, se transformaran en propiedades corpusculares coherentes con la
|6gica clasica como la traza de la particula.

El experimento no solo se realizé con radiacidn electromagnética (fotones), sino que también
se aplicd con otras particulas de escala atdmica como los electrones llegando a las mismas
conclusiones.

A partir del experimento de Young, se abrié un nuevo camino de la fisica en la que la
observacion o deteccidn de particulas de escala diminuta provocaba una modificacion en la
manifestacion de dicha particula en la realidad observable por el ser humano, en cuanto a que
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los efectos observados en el experimento, manteniendo siempre las caracteristicas, son
diferentes si se observa o no el proceso.

Hamiltoniano cudantico
Después, a mediados del siglo XIX, llegé William Rowan Hamilton con un trabajo que seria
decisivo para la mecdnica cuantica, el hamiltoniano. [7, 8]

En mecanica cldsica, el hamiltoniano describe el estado de un sistema clasico en funcién de su
posicién y su momento lineal mientras que, en mecdnica cuantica, el hamiltoniano hace
referencia a la energia total del sistema como un observable.

De manera formal, el hamiltoniano cuantico se puede definir como un operador autoadjunto
en el espacio complejo de Hilbert y con el que se pueden obtener los posibles valores de
energia mediante los autovalores del operador hamiltoniano.

Este concepto se utilizd posteriormente junto con la ecuacién de Schrodinger para definir la
evolucién temporal de los estados cuanticos de un sistema.

Cuantizacion de Max Planck y Albert Einstein

[9] Cuando dos teorias universales, la teoria de la gravitacién universal y la teoria de las ondas
electromagnéticas, se volvieron insuficientes para determinar ciertos fenédmenos como la
radiacidn térmica, es decir, la vibracidn de las particulas de un cuerpo donde se obtenian
cantidades infinitas de radiacion, la fisica conocida hasta el momento no podia explicar con
determinacién sucesos como este. Fue entonces cuando Max Planck encontré un enfoque que
daba una solucién plausible ante la incoherencia de la radiacién infinita.

El primer paso en el descubrimiento tedrico de la mecdanica cudntica se dio en el afio 1900 con
Max Planck, un fisico y matemdtico que contribuyd con grandes avances cientificos y que
posteriormente fue ganador del Premio Nobel de Fisica en 1918 por su teoria de la cuantica.

En 1900, Planck explicd la radiacién de un cuerpo negro estableciendo la teoria de que la luz
emitida y absorbida por dicho cuerpo se daba en forma de cuantos o paquetes de energia.
Partiendo de esta idea, Planck llegd al descubrimiento de una constante universal, la constante
de Planck, que discretiza las particulas como cantidades de energia y con la que desarrollé un
modelo matematico que mantuviera los principios de dicha teoria, llegando a la conocida
equivalencia proporcional entre la energia de una particula y su frecuencia de oscilacién donde
la proporcidn es la constante de Planck, también llamada relacién Planck-Einstein.

Esta constante universal es de gran relevancia para el resto de la historia de la mecanica
cuantica puesto que se define como el cuanto de accidn elemental, es decir, la cantidad
minima de accién en un proceso fisico envuelta por el producto entre la energia del proceso y
el tiempo que tarda en transcurrir. Al hablar de cuantos de energia y de que la constante es la
accion minima, se deduce que la energia de cualquier proceso fisico va a ser siempre un
multiplo entero de la constante de Planck.

La teoria de la mecdnica cudntica era incompatible con la fisica cldsica pero después de
exhaustivas comprobaciones de la constante de Planck se verificé como constante universal vy,
junto a ella, se incluyeron nuevas unidades fisicas como el tiempo de Planck, la longitud de
Planck, la masa de Planck y la temperatura de Planck. Todas estas unidades dictaban que las
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unidades de medida universales se podian cuantificar siempre como multiplos de estas nuevas
unidades fisicas, pasando de un espacio continuo de medida a otro discreto.

Basicamente, estas nuevas unidades de medida universales dadas por Planck se refieren a la
minima cantidad de temperatura, tiempo, longitud y masa que pueden existir en un sistema
fisico debido a la mecanica cudntica.

Albert Einstein también jugd un papel importante ya que, en 1905, explicé el efecto
fotoeléctrico basandose en la hipdtesis de Planck y postuld que la luz o radiacion
electromagnética se podia dividir en un nimero finito de cuantos de energia, que mas tarde
serian denominados como fotones, y que se definen como puntos en el espacio en lugar de
como ondas transversales. Cuando una fuente emite luz desde un punto, la energia de dicha
luz no se distribuye de forma continua, sino que estd formada por un nimero entero de
cuantos de energia localizados en el espacio y que se mueven conjuntamente sin dividirse,
dando lugar a la posibilidad de absorcion o emision del conjunto completo.

Espacio de Hilbert

[10] El espacio de Hilbert surgié en 1906 cuando el matematico David Hilbert generalizé el
concepto de espacio euclideo extendiéndolo a espacios de cualquier dimension, incluso
infinita.

Su utilidad es simplificar los conceptos de serie de Fourier y transformaciones lineales, por lo
gue fue de gran contribucion para el desarrollo del formalismo matematico de la mecdnica
cuantica.

Esta formulacion permitid trabajar con transformaciones que se denominan operadores y que
son los responsables de la evolucion en el estado de las funciones de onda de los sistemas
cuanticos.

Modelo atémico de Ernest Rutherford

[11] Ernest Rutherford fue un fisico britdnico-neozelandés que propuso una estructura atomica
en 1911 a partir de un experimento muy importante y del modelo atémico de Thomson de
1904 por el cual decia que el atomo era una esfera positiva con electrones incrustados en su
superficie que neutralizaban la carga eléctrica del &tomo.

El experimento revolucionario de Rutherford es el de la ldmina de oro [12]. En él, se
bombardeaba una lamina de oro de grosor infimo con una fuente de particulas alfa o, mas
concretamente, de nucleos de helio sin envoltura electrdnica, Unicamente formados por dos
protones y dos neutrones y, por tanto, particulas de carga positiva. Rodeando la ldmina de oro,
se establecia una pantalla circular de sulfuro de zinc con la cual se podian detectar las
colisiones de las particulas alfa que pasaban a través de la [dmina de oro.

El resultado del experimento fue que la mayoria de particulas alfa provenientes de la fuente
atravesaban la [dmina de oro sin desviarse puesto que la zona de la pantalla con mayor
densidad de impactos coincidia con una trayectoria no perturbada de las particulas emitidas
por la fuente. También se observaron otras zonas con una densidad menor de colisiones
situadas en los alrededores de la zona de densidad principal, es decir, zonas en las que las
particulas alfa se desviaban ligeramente de su trayectoria principal. A su vez, aparecian ciertas
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zonas en las que la desviacién era muy elevada dado que se detectaban colisiones esporadicas
en los laterales de la pantalla. A continuacidn, en la figura, se puede contemplar la estructura 'y
el resultado del experimento de la lamina de oro.

algunas particulas B

alfa son fuertemente
desviadas por el oro

* la mayor parte de las
particulas sufren poca
_ 0 hinguna desviacion
N

“pantalla circular
de sulfuro de zinc

fuente de
particulas alfa

Figura 3. El experimento de la Idmina de oro de Rutherford.
Fuente: http://www.qorganica.es/QOT/T0/historia_atomo_exported/img/image11.JPG

Estos resultados supusieron la demostracidon de caracteristicas atémicas como que el 4tomo
era en su mayoria espacio vacio, causa por la que gran parte de las particulas alfa traspasaban
la [dmina de oro sin desviarse, y que, debido a las esporadicas desviaciones ligeras y mas
fuertes que sufrian dichas particulas, existia un pequefio nucleo positivo en el centro de cada
atomo en el cual se concentraba la carga positiva que originaba estas desviaciones y la mayor
parte de la masa del &tomo. Los electrones, con una contribucién mdsica minima, eran los que
poseian la carga negativa y se encontraban orbitando en el espacio vacio que rodea el nucleo
para neutralizar la carga positiva de este.

Sin embargo, las conclusiones derivadas del experimento de Rutherford llevaron a nuevos
problemas e inconsistencias que Bohr acabaria resolviendo.

En primer lugar, no se podia explicar cdmo se podian mantener las cargas positivas de forma
conjunta dentro del nucleo sin que este fuera inestable a causa de las repulsiones eléctricas.
Este problema fue resuelto mediante el postulado y el posterior descubrimiento de la fuerza
nuclear fuerte, una fuerza fundamental de atraccion nuclear que permitié definir el equilibro
dentro del nucleo atdmico. Por ello, las fuerzas eléctricas repulsivas que, a priori, impedian la
concepcion de la concentracion de cargas positivas dentro del nicleo se verian neutralizadas
por la fuerza de atraccién que se generaba dentro del nucleo, llegando a un equilibro entre
ambas fuerzas que daba lugar al ntcleo atémico estable observado en el experimento de
Rutherford.

Por otra parte, surgia un problema relativo a la electrodinamica clasica por el cual los
electrones que giraban alrededor del nicleo disiparian radiacién electromagnética haciéndoles
perder energia y provocando, asi, la caida de estos hacia el ntcleo. Las leyes de Newton y las
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ecuaciones de Maxwell dictaban que, en caso de que el modelo atémico de Rutherford fuese
correcto, los electrones tardarian unos 10'2° segundos en caer hacia el nucleo por su pérdida
de energia produciendo la inestabilidad del atomo.

Modelo atémico de Niels Bohr

Basandose en la hipdtesis de Planck, Niels Bohr desarrollé en 1913 un modelo atémico
derivado de los experimentos y de las conclusiones del modelo atémico de Ernest Rutherford,
en 1911, pero que resolvia los conflictos con las leyes de Maxwell y de Newton que tenia este
modelo [13, 14]. Para ello, también utilizé algunas consideraciones basadas en las
investigaciones de Einstein sobre el efecto fotoeléctrico.

La resolucion de Bohr ante la inestabilidad del modelo de Rutherford fue que los electrones
giraban alrededor del nucleo en unas drbitas determinadas con unas energias concretas
proporcionales a la constante de Planck. Dichas drbitas fueron denominadas como niveles de
energia y definian la energia de un electron como una cantidad relativa al nivel de energia en
el que se encuentra en lugar de ser continua. Aqui aparece el nUmero cuantico principal n, que
hace referencia al nivel de energia en el que se encuentra un electrén dentro de un dtomo. Los
niveles de energia, al estar cuantizados, se corresponden con nimeros enteros entre 1y 8.

De esta forma, los electrones, para absorber o emitir energia, se pueden mover entre niveles
de energia, necesitando energia para moverse a una capa superior y emitiéndola cuando cae a
una capa inferior.

Cuando el electrédn permanece en un mismo nivel de energia, posee la energia relativa a este y
no se ve modificada. Sin embargo, si un electrén pasa de un nivel de energia a otro inferior, la
emision de energia se produce en forma de fotén tal y como se puede observar en la figura
siguiente.

Energia de arbitas

n=3 en aumento
E
»
i o
A= 2 r,r'
.-"f"
o
n=1 -
.-{-’-'/
-
J,.ri__ﬁ Un fotdn es emitida can
f— energia £ = AF
N
—
—
-

Figura 4. Modelo atémico de Bohr con los tres primeros niveles de energia.
FUENTE: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Modelo _de Bohr.png

Aqui es donde Bohr incorpord la teoria de Einstein sobre el efecto fotoeléctrico, pues indicaba
gue la emisidn energética del electrdn al pasar a un nivel de energia menor era equivalente a
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la energia del fotdn emitido, hallada como el producto de la constante de Planck por la
frecuencia de dicho fotdn.

NUmeros cuanticos

Basados en el modelo atémico de Bohr, se empezaron a dar valores discretos a las
caracteristicas fisicas u observables que tenian las particulas de magnitud atémica o
subatémica, donde dichos valores son los nimeros cudnticos [15].

Para definir la mecdnica cuantica, es imprescindible hablar de los nUmeros cuanticos ya que
son las descripciones dinamicas que se conservan en los sistemas cuanticos y por los que estos
se caracterizan al hablar de estados cuanticos de una particula.

Segun se lee en [15], un numero cuantico es un autovalor de cada observable del conjunto o
sistema. Concretamente, los niUmeros cuanticos caracterizan los estados estacionarios de un
electréon en un atomo de hidrogenoide. Existen cuatro nimeros cuanticos para describir
cualquier sistema de particulas:

- El numero cuantico principal n que indica el nivel de energia en el que se situa el
electron respecto del nucleo, es decir, la distancia media entre el electrén y el nucleo.

- El nimero cuantico secundario I que indica el subnivel de energia u orbital del electrén
(s, b, d 6 ), lo que lo distingue de los demas electrones en el mismo nivel de energia n.

- El nimero cuantico magnético m que hace referencia a la orientacion magnética del
orbital o subnivel de energia de un electrdn.

- El nimero cuantico de spin s que describe el momento angular del electrdn, es decir,
el sentido de rotacion del electrén sobre si mismo.

Los numeros cudnticos son las soluciones estacionarias a la ecuacidn de Schrodinger dado el
principio de exclusidn de Pauli, lo cual se introduce en los siguientes apartados.

Hipotesis de De Broglie
Posteriormente, en 1924, se presenta la teoria de ondas de materia de Louis-Victor de Broglie

en la que se indaga en la doble naturaleza, ya no solo de la luz, sino de la materia en general
[16, 17].

De Broglie postulaba con su teoria una relacién entre particula y onda, y al revés, lo cual queria
decir que cualquier particula tenia una onda asociada y cualquier onda también se podia
describir como particula. El desarrollo de su teoria se basé mayormente en las investigaciones
gue habian realizado Max Planck y Albert Einstein sobre la fisica cuantica. Esto le llevo a
formular la hipétesis de De Broglie, que aunaba la ecuacién de cuantizacién de la energia de
Planck y la ecuacién de la relatividad especial de Einstein.

De esta forma, De Broglie dio la equivalencia entre una particula y su onda de materia asociada
basandose en su velocidad y su masa. Concluyé que no solo la luz se comporta de forma
cuantica, sino que el resto del mundo también era cuantico, idea que apoyd Einstein pero que
puso a muchos otros cientificos en su contra.

De Broglie experimentd esta nueva concepcién mediante la difraccion de electrones
replicando el experimento de Young y utilizando en sus calculos la ecuacidon, mencionada
anteriormente, que define la longitud de onda asociada a una particula como la constante de
Planck dividida por el momento lineal de dicha particula (producto de su masa y su velocidad).
Dicha férmula es valida cuando la velocidad de la particula es mucho mds pequefia que la
velocidad de la luz y funciona para cualquier cuerpo, aunque, para masas muy grandes, la
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longitud de onda asociada es practicamente nula y no se pueden detectar las propiedades
ondulatorias.

En 1929, De Broglie recibié el Premio Nobel de Fisica por la hipdtesis expuesta.

Ecuacion de Schrodinger
La ecuacion de Schrodinger fue de gran importancia en el desarrollo de la mecanica cuanticay
fue descrita por Erwin Schrodinger en 1925. [18, 19]

Esta ecuacién describe la evolucion temporal de la energia de un sistema cuantico con
caracteristicas ondulatorias y no relativistas. Es una analogia de la segunda ley de Newton en la
mecanica clasica.

Existen dos definiciones de esta ecuacidn cuando se habla de dependencia temporal: una
general, valida para cualquier sistema que evoluciona en el tiempo y otra no relativista para
particulas simples en un campo eléctrico:

Ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo (general)

’ifi%i’(r, t) = H¥(r, 1)

Ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo (particula simple no relativista)

_E2
éh%‘l’(r,t)z %VZJrV(r,t) W(r, t)

Figura 5. Ecuacion de Schrédinger, general y para particulas simples no relativistas.
FUENTE: https://es.wikipedia.org/wiki/Ecuaci%C3%B3n_de Schr%C3%B6dinger

Para aplicar la ecuacidn de Schrodinger, es necesario el operador hamiltoniano, expuesto en
una seccién previa, utilizando las energias cinéticas y potenciales de las particulas que forman
el sistema a describir. Al introducir el hamiltoniano en la ecuacion, esta se resuelve para la
funcién de onda y con ello se obtienen datos acerca del sistema.

Principio de exclusién de Pauli
A su vez, en el afio 1925, Wolfgang Pauli traté de explicar la distribucion de los electrones en la
estructura atdmica razonando, asi, la organizacion de la tabla periddica [20, 21].

Para ello, enuncié que dos fermiones no podian tener el mismo estado cuantico dentro de un
mismo sistema, es decir, no pueden tener sus cuatro nimeros cuanticos idénticos. A esto se le
Ilama el principio de exclusién de Pauli. Los fermiones, como el electrén, son particulas con
espin semientero por lo que, dentro de un 4&tomo, no pueden existir dos electrones
caracterizados por los mismos nimeros cuanticos.

Este principio se puede demostrar utilizando dos funciones de onda que referencian dos
electrones en un atomo. Si el estado cuantico de ambos electrones es el mismo, la funcidon de
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onda resultante es nula y por ello no existiria. Sin embargo, la energia de la funciéon de onda
resultante en un mismo sistema no se anulaba, con lo que se confirmé el principio de exclusién
de Pauli.

Principio de incertidumbre de Heisenberg

El principio de incertidumbre de Heisenberg fue enunciado por Werner Heisenberg en 1927 y
establece que existe una indeterminacién en las magnitudes fisicas de una particula cuantica
como son la posicion y el momento lineal o velocidad [22].

Este principio introduce lo que se llama el colapso cuadntico ya que, si se intenta conocer una
de las dos magnitudes, al estar estas en estado de superposicidn, se colapsa la funcién de onda
que representa la particula para observar una de las dos propiedades: posicidn o velocidad.
Por ende, al medir una de las dos, se pierde la informacion relativa a la magnitud no observada
y no es posible determinar ambas propiedades fisicas al mismo tiempo.

El principio de indeterminacidn de Heisenberg se expresa de manera matematica con la
siguiente férmula:

ﬂ.m-&ng

Figura 6. Principio de incertidumbre de Heisenberg.
FUENTE: https://es.wikipedia.org/wiki/Relaci%C3%B3n_de_indeterminaci%C3%B3n_de Heisenberg

Donde Ax e Ap hacen referencia a la variacién que sufre la posicién y la velocidad o momento
lineal, respectivamente, de la particula, y h indica la constante de Planck dividida entre 2m.

Ecuacioén de Dirac
La ecuacion de Dirac es de suma relevancia en mecdnica cuantica puesto que gracias a ella se
describe el suceso del entrelazamiento cuantico. Fue formulada por Paul Dirac en 1928.

Como se dice en [23], la ecuacidn determina que, sin importar la distancia que separa dos
particulas entrelazadas, la conexién cuantica que poseen es instantanea.

Dicha ecuacién es una version relativista de la ecuacion de onda de la mecéanica cudnticay
describe los fermiones (particulas con espin semientero) de acuerdo a la relatividad especial y
a los principios de la mecanica cudntica.

i§—m)Y=0

Figura 7. Ecuacion de Dirac referente al entrelazamiento cudntico.
FUENTE:
https://ichef.bbci.co.uk/news/ws/624/amz/worldservice/live/assets/images/2016/01/21/160121160247 ecuacion

dirac_ 624x351 bbc_nocredit.jpg
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De forma adicional, esta ecuacién predice la existencia de antimateria, tal y como se explica en
la fuente anterior.

Concepto de ordenador cuantico: Algoritmos de Shor y de Grover

Después de varias décadas, fisicos tedricos como Richard Feynmann, Paul Benioff y Charles
Bennett propusieron el concepto de computador cuantico entre los 70 y los 80, con criticas por
parte de otros cientificos.

En 1994, con Peter Shor, llegé el algoritmo cudntico mas conocido hoy en dia, el algoritmo de
Shor para la factorizacidn de nimeros grandes con una ventaja exponencial frente a los
algoritmos de factorizacion clasicos, el cual es capaz de romper los algoritmos de criptografia
de clave publica actuales (RSA) en un tiempo polinédmico. Este algoritmo fue comprobado por
IBM en 2001 [24], donde consiguieron descomponer el numero 15 en los factores 3y 5
mediante una computadora de 7 qubits, siendo esto un logro simbdlico que demostraba que el
paradigma cuantico funcionaba como se esperaba.

Después, a finales del siglo XX, Lov Kumar Grover [25] ided el lamado algoritmo de Grover
para la busqueda en espacios de datos que supone una aceleracion cuadratica respecto del
algoritmo clasico mas eficiente en tiempo de cémputo utilizando un orden logaritmico de
almacenamiento, dado que un registro cuantico es capaz de almacenar y tratar un espacio de
estados exponencial respecto del nimero de qubits que lo forma. Dicho algoritmo fue
implementado en una mdaquina real escalable en 2017.

Principalmente estos dos algoritmos fueron los impulsores para la investigacion e inversién en
computacion cudntica dado el potencial que suponen.
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3. Introduccion a la computacion cuantica

Toda esta seccidn de introduccion a la computacion cuantica se basa en los contenidos del
libro referenciado por [26].

La computacion cudntica es un tipo de computacién alternativa que se aprovecha de las
propiedades de la mecdanica cudntica y ofrece caracteristicas fisicas potentes respecto a la
computacion cldsica.

Estas propiedades de la fisica cuantica permiten obtener muchas ventajas que no se disponen
en informatica clasica, como puede ser el paralelismo de combinaciones y de aplicacién de
operaciones. En términos formales, permiten reducir la complejidad computacional y en
memoria de muchos algoritmos que pueden llegar a ser irresolubles en tiempo moderado
cuando se trata de computacidn cldsica y que, generalmente, se debe al elevado nimero de
variables del problema.

Dichas ventajas se derivan de la representacion del estado cudntico, siempre asociado a una
funcién de onda, y del uso de las propiedades de la mecdnica cudntica para conseguir una
aceleracion en la computacion.

El espacio de Hilbert fue una generalizacién matemadtica importante para describir
formalmente la mecdnica cudntica. La funcidn de los espacios de Hilbert es expandir las
operaciones y tratamientos algebraicos a espacios de dimensién infinita.

Dado que la computacion cuantica trabaja con espacios grandes de combinaciones, esta
extension del espacio euclideo permitid que se expandieran las siguientes operaciones a
espacios de dimensién tan grande como se desee: suma directa, producto tensorial,
complementos y proyecciones ortogonales.

Andlogamente, permitid definir operadores o transformaciones sobre dicho espacio de
grandes dimensiones. Esta es la base de la computacidn cudntica puesto que es la forma en la
gue se construyen algoritmos cuanticos.

Es importante destacar algunos tipos de operadores como los operadores unitarios, que son
invertibles o, en otras palabras, si se tiene el resultado de la transformacién de un operador y
se aplica un determinado operador (el inverso al original) se obtiene la entrada
correspondiente a dicho resultado. También cabe destacar los operadores auto adjuntos que,
sencillamente, son su propio operador inverso, es decir, si a un sistema se le aplica dos veces
seguidas una transformacién auto adjunta, la segunda aplicacién anula la primera y el estado
del sistema no se veria perturbado.

Los operadores unitarios y auto adjuntos se estudian en una rama de las matematicas llamada
l6gica cudntica o quantum logic.

Estos operadores son en computacion cuantica el equivalente a las puertas logicas booleanas
en computacion clasica.

Ahora, se explican detalladamente las propiedades de la mecanica cudntica y sus posibles
aplicaciones en la informatica o computacion.

La superposicién de estados en una particula o sistema de particulas es una propiedad crucial
ya que permite la coexistencia de todos los posibles estados en los que puede estar dicha
particula o sistema. En informatica clasica se sabe que, si se tienen 8 bits, las posibles
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combinaciones son 2, lo cual crea la necesidad de tener 28 registros de 8 bits para almacenar
todas ellas. Sin embargo, gracias a este fendmeno cuantico, con 8 registros cudnticos de 1 bity
poniéndolos todos ellos en superposicidn, se almacenan las 22 combinaciones distintas
Unicamente en 8 registros cudnticos de 1 bit. Ademas, esto también permite analizar o evaluar
todas esas combinaciones al mismo tiempo, ya que se utiliza la informacion cudntica contenida
en esos 8 registros, la cual se corresponde con todas las combinaciones binarias posibles.

En la figura a continuacion, se muestra un ejemplo de la superposicion de dos estados clasicos,
arriba y abajo, que pueden representar los valores binarios Oy 1.

Magnetic
field

Magnetic |
field

Superposition
- % -

Spin
down

Superposition of
spin up and down

Figura 8. Superposicion de dos estados cldsicos contenida en un estado cudntico de una particula.
FUENTE: https://nuevastecnologiasymateriales.com/wp-content/uploads/2019/01/la-superposicio %CC%81n-de-los-
estados-cua%CC%81nticos fiqura-8-1.gif

La superposicién de estados tiene asociada un coeficiente de amplitud que se traduce en
probabilidad para cada uno de los posibles estados clasicos. Cuando se habla de superposicidn
uniforme de estados, realmente se hace referencia a que todos los estados poseen la misma
probabilidad de colapso cuando se realiza una medicién del estado cuantico.

Es importante recalcar la diferencia entre un estado clasico y un estado cudntico. El estado
clasico es basicamente un resultado explicito, por ejemplo, un valor numérico binario,
mientras que, el estado cuantico puede albergar varios estados clasicos con amplitudes de
probabilidad determinadas.

Sin embargo, el estado cuantico no es compatible con el mundo clésico, el mundo
macroscépico, por ello, cuando se realiza una medicion de dicho estado cudantico, el resultado
gue se obtiene es un Unico resultado cldsico de todos los posibles estados, concordando con la
amplitud de probabilidad de cada uno de ellos.

Con esto, se llega a otra propiedad Unica de la mecdanica cudntica, la observacién o colapso del
estado cuantico. Una de las cuestiones mas filosoficas de la mecanica cuantica es que la
medicidn o la observacién del estado cuantico modifica dicho estado proyectando uno de los
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posibles resultados cldsicos acorde a la distribucién de probabilidades que tiene cada uno de
estos estados clasicos.

Aqui entra el concepto de aleatoriedad cudntica o quantum randomness. En informatica
clasica, la aleatoriedad no existe y, de hecho, la aleatoriedad que se utiliza en los programas se
denomina pseudoaleatoriedad dado que estd fundamentada en la frecuencia de reloj y otros
eventos que suceden a nivel bajo en el computador. Si dichos eventos fueran conocidos, se
podria determinar el resultado pseudoaleatorio que se obtendria. No obstante, en
computacion cuantica, la aleatoriedad es una propiedad fisica de la funcién de onda sin la cual
no se podria describir un sistema cuantico y se trata de una aleatoriedad absoluta basada en
las amplitudes de probabilidad de cada uno de los autoestados que conforman el estado
cuantico, a lo que se llama quantum randomness.

Cuando se realizan algoritmos cudnticos, se han de manejar bien las herramientas, métodos y
propiedades tal que se pueda obtener un estado o resultado cuantico del que se pueda extraer
informacién de interés teniendo en cuenta que, al realizar una medicién, ademds de obtener
solo uno de todos los posibles resultados, también se destruye el estado cuantico observado.

Para retratar graficamente la explicacidn del colapso cudntico, en la figura siguiente se
muestran tres registros cuanticos en una superposicion binaria determinada y lo que
produciria la medida de dichos registros con sus respectivas probabilidades.

000

Measurement | collapses the register

P=05 P=0.3 P=02

Figura 9. Colapso probabilistico del estado cudntico en un estado cldsico.
FUENTE: https.//infofarm.be/wp-content/uploads/2020/02/measurement.png

El colapso del estado cudntico, al ser probabilistico, implica tener en cuenta las amplitudes de
probabilidad de los posibles estados cldsicos codificados dentro del estado cuantico. Por ello,
se hace uso de otro principio importante de la mecanica cuantica: la interferencia.

La interferencia hace alusidn a la interferencia en las amplitudes de la funcién de onda y esta
puede ser interferencia destructiva o constructiva, es decir, la densidad de probabilidad se
puede distribuir de tal forma que en algunos puntos se acumule mas amplitud y, en otros,
dicha amplitud se reduzca o se anule.
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Aqui, entran en juego las amplitudes de probabilidad de cada estado cldsico que contiene el
estado cuantico dado que, segun los objetivos del algoritmo, se puede utilizar el fenémeno de
la interferencia para destruir determinadas amplitudes de probabilidad acorde a una regla que
se podria denominar como regla de filtrado. Esto causa que los estados clasicos que no
cumplen la regla eliminaran o reduciran la probabilidad que tienen de aparecer, por lo que su
amplitud desaparecerd dentro del estado cudntico y, cuando se realice la medicién de este,
guedardn Unicamente los resultados que si cumplen la regla.

La interferencia se puede observar fisicamente en la figura 2, con las fases del experimento de
Young. En concreto, la interferencia ocurre cuando no se utiliza detector/medidor. Otro
ejemplo fisico de la interferencia se muestra en la siguiente figura, siendo el grafico rojo la
amplitud de probabilidad de cada estado, codificados todos ellos en la funcién de onda del
estado cuantico.

Figura 10. Ejemplo fisico de la interferencia cudntica.
FUENTE: https://universodoppler.files.wordpress.com/2010/07/not_a_triple_threat.jpg

La interferencia en la figura anterior es la causa de que ciertos estados aumenten su
probabilidad acosta de reducir o anular la probabilidad de otros estados, dando lugar a un
nuevo estado cuantico en el que se han filtrado las posibles combinaciones con una funcién o
regla mediante un procesamiento adecuado de la informacién cuantica.

El entrelazamiento es otro fendmeno cudntico que juega un papel muy importante en el
progreso de la computacion cudntica. Tal cual dice su nombre, el entrelazamiento cuantico
crea una ligadura entre los estados cuanticos de dos o mas particulas. Esto quiere decir que el
estado cuantico de una particula es capaz de condicionar el estado de otras.

Cuando una particula se entrelaza con otra, el sistema que forman no se puede representar
por el estado de ambas particulas de forma independiente. El resultado de su entrelazamiento
es un sistema cuyo estado es indivisible, a pesar de que dicho sistema esté formado por los
estados de dos particulas. El estado cuantico del sistema esta condicionado por ambas
particulas y, por ello, lo que ocurra en una tendra lugar en la otra de forma instantanea.

Gracias a este principio de la mecdnica cudntica, es posible asociar la informacién cuantica de
un sistema a otro entrelazando ambos sistemas de una manera determinada. Esto permite
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ampliar las formas de aprovechar la informacion codificada en los estados cuanticos de los
que, como se ha dicho previamente, no es posible extraer todos los resultados.

La importancia del entrelazamiento cuantico es que se elimina de cierta manera el factor
probabilistico independiente en dos o mas particulas entrelazadas y crea una coherencia entre
el estado de ambas. Para obtener una ventaja cuantica, es necesario el entrelazamiento
masivo entre qubits, es decir, se ha de crear una coherencia entre el estado de varios qubits
para conseguir que los algoritmos cudnticos sean de utilidad.

La forma de realizar un entrelazamiento cudntico es la que se muestra en la figura a
continuacién. Dicha figura denota que, una particula en superposicion de estados (O y 1 al
mismo tiempo) controla la inversion del estado de la segunda particula, que se encuentra en el
estado O inicialmente. El control de esta inversién funciona de la siguiente manera: si el estado
de control es 0, la particula objetivo no invierte su estado (permanece en 0) y, si el estado de
control es 1, dicha particula si invierte su estado (cambia a 1). Dado que la particula de control
estd en ambos estados a la vez, de la misma forma, la inversién en la particula objetivo se
aplica y no se aplica. De este modo, si la particula controladora colapsa en el estado 0, la
particula objetivo hara exactamente lo mismo puesto que el estado de control es 0 y su estado
no se ha invertido o, en caso contrario, si la particula de control colapsa en estado 1, la
inversion de la particula objetivo se produce y su estado colapsard también en el estado 1.

Figura 11. Entrelazamiento del estado cudntico de dos particulas.
FUENTE: https://d.ibtimes.co.uk/en/full/1470388/difference-between-reqular-bits-quantum-

bits.png ?w=350&f=7ed50ebb8b45a094157f591a0e49d3d4

Una ultima propiedad peculiar de la mecdanica cudntica es el efecto tunel, el cual permite a las
particulas atravesar potenciales de energia sin necesidad de que dicha particula posea la
energia suficiente para superarlos. Dicho de otro modo, es como si una particula se encontrara
ante una barrera de energia que nunca podria saltar, pero dicha particula espontdaneamente
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consigue encontrar un tlinel que conecta ambos lados de la barrera y permite que esta
atraviese sin tener que saltarla. Como informacién adicional, este fendmeno es por el que se
da la reaccién de fusion en las estrellas.
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Figura 12. Efecto tunel cudntico.
FUENTE: https://www.physicsoverflow.org/?qa=blob&qga_blobid=16049880102516868939

Este efecto es probabilistico y, por ello, también ayuda a la computacidn cuantica mediante la
busqueda de maximos y minimos energéticos. Generalmente, se utiliza en los ordenadores
cuanticos adiabaticos para optimizar funciones de multiples variables.

En la siguiente seccidn, se distinguiran los tipos de computadores cuanticos existentes donde
cada tipo utiliza distintas propiedades de la mecanica cuantica para computar.

Tipos de computadores cuanticos
Cuando se trata de computacién cuantica, existen varios tipos de computadores cuanticos a
los que se puede acudir dependiendo del problema en cuestién.

En la actualidad, hay tres tipos de computacion cudntica: la computacion cudntica adiabatica,
la simulacién cuantica y la computacidn cudntica universal.

En la figura que se muestra a continuacion se puede ver una gréfica que relaciona la
complejidad de construccion del computador con las distintas capacidades de cémputo. La
computacion adiabatica es la mas sencilla de implementar, pero se limita a un tipo especifico
de problemas. El simulador cuantico contiene dicho tipo especifico de problemas y afiade
algunas caracteristicas adicionales de computacidn. Por ultimo, el computador cuantico
universal o de puertas permite codificar cualquier tipo de problema, incluyendo las
aplicaciones que se pueden realizar en los dos primeros computadores.
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Figura 13. Tipos de computacion cudntica segtin su construccion y sus aplicaciones.
FUENTE: https://s3.amazonaws.com/cbi-research-portal-uploads/2018/12/06125748/QC-types-chart-1.png

Como se ha mencionado anteriormente, la computacién cuantica adiabatica es una forma de
computacion que esta restringida a problemas de optimizacién. Sin embargo, hoy en dia es la
mas utilizada de las tres a nivel practico dado que sus limitaciones no son tan exigentes ni
impiden, en gran medida, la obtencién de resultados validos.

El proceso que sigue la computacién cudntica adiabatica es el siguiente. Se inicializa el sistema
con una superposicion uniforme de todos los estados y, después, el sistema evoluciona acorde
a la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo. El sistema cambia las amplitudes de
todos los estados en paralelo siguiendo un campo transversal dependiente del tiempo,
produciendo el efecto tlnel entre estados. Finalmente, el campo transversal se apagay se
espera que el sistema haya alcanzado el estado de minima energia, lo cual quiere decir que se
ha minimizado la funcién codificada en forma de energias, llamada el Hamiltoniano.

Tal y como dice el articulo [27], muchas empresas han utilizado este tipo de computacién para
problemas reales.

Como ejemplo, Volkswagen realizd un experimento para reducir el trafico en la capital de
China, Beijing. El algoritmo calculaba con éxito la mejor ruta para cada vehiculo y fue
ejecutado en las maquinas adiabaticas de Google y D-Wave.

Otras aplicaciones reales que tiene la computacién adiabatica estan relacionadas con el campo
de la economia y de la banca que se basan en optimizacidn de funciones con un gran nimero
de variables.

Este tipo de problemas son ideales para los computadores cuanticos adiabaticos, puesto que
optimizan una funcidn de multiples variables y minimos locales reduciendo exponencialmente
el tiempo de computacidn respecto de un algoritmo clésico.

25


https://s3.amazonaws.com/cbi-research-portal-uploads/2018/12/06125748/QC-types-chart-1.png

En cuanto a la simulacidon cudntica, se encuentra en un puesto superior a la computacién
adiabdtica pues no solo es posible la optimizacidn de funciones, sino que también se puede
utilizar en la simulacién de procesos cuanticos, fisicos, quimicos e incluso biolégicos.

Dado que estos procesos albergan una gran cantidad de posibles situaciones, la simulacién
cuantica de estas situaciones permite obtener informacién sobre dichos procesos y ver como
afectan los distintos cambios que se puedan producir.

El dmbito mas destacado en simulacién cuantica es el de la quimica cuantica. Segun se explica
en [27], los simuladores cuanticos se podrian utilizar para la simulacién del despliegue de
proteinas, el mayor problema existente en el campo de la bioquimica.

Finalmente, se encuentra el computador cudntico universal que, tal y como sugiere su nombre,
es un computador cudntico que recoge las funciones de todos los computadores anteriores
ademas de ofrecer cualquier otro tipo de computacidn posible. No estd limitado a ningln
problema concreto, por lo que permitiria programar cualquier tipo de algoritmo imaginable
haciendo uso de las ventajas de la mecanica cuantica.

El computador cudntico universal funciona con puertas ldgicas cudnticas que trabajan de una
forma similar a las puertas ldgicas convencionales, de informatica cldsica, pero con ciertos
matices afiadidos.

Las puertas légicas cuanticas implementan las propiedades de la mecanica cuantica discutidas
en la seccidn previa: superposicion, entrelazamiento, interferencia y el colapso o medicion del
estado cuantico. Al igual que en informatica cldsica, los algoritmos en computadores cuanticos
de puertas se construyen mediante circuitos cuanticos lo cual se asemeja a la construccién de

circuitos electrénicos.

En este trabajo, predomina el uso del computador cudntico universal que funciona por
circuitos cuanticos construidos con puertas ldgicas cuanticas. El algoritmo de Quantum
Counting que se expone en secciones posteriores se implementa mediante este paradigma de
programacion cuantica.

Qubits

Con ejemplos anteriores, ya se han expuesto pequefias nociones de cdmo funciona la
informacién cuantica y de su gran potencial. La representacion de la informacion cuantica
sigue las mismas lineas que la informacidn en la informatica clasica, con cddigo binario,
aunque con algunas caracteristicas adicionales que la hace mas versatil, rapida y eficiente.

En informatica cldsica, la unidad de informaciéon minima es el bity denota un 0 o un 1 que, a
nivel de interpretacion abstracta, puede representar un “si” o un “no”. Segun se van formando
conjuntos de bits, la informacién que se puede representar es mas compleja. Con 8 bits, es
decir, 1 byte, y utilizando la tabla ASCII, se pueden representar caracteres como las letras del
abecedario, los nimeros del 0 al 9, simbolos, etcétera.

Asimismo, la computacién cuantica posee la misma representacion binaria, donde la unidad
basica y minima de informacidn es el cubit o qubit.
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El qubit puede tomar los valores de Oy 1, al igual que un bit corriente. Sin embargo, el qubit, a
diferencia del bit clasico, también puede tomar ambos valores tal y como se explica al principio
de la seccidn de introduccién cuando se habla de la propiedad de la superposicion de la
mecanica cudntica. Cuando el qubit toma ambos valores con sus respectivas amplitudes o
probabilidades, se dice que estd en estado de superposicidn, la cual puede ser una
superposicidn uniforme si la amplitud de 0 es la misma que la de 1 o una superposicion
cualquiera si dichas amplitudes son distintas entre ellas (por ejemplo, 0.7 probabilidad de O y
0.3 probabilidad de 1).

Los estados o valores de un qubit o conjunto de qubits también son Ilamados autoestados o
autovectores y se corresponden con los distintos valores clasicos que son capaces de albergar
en el estado cuantico. En el ejemplo anterior, con un qubit, los autovectores de este son 0y 1.

En la siguiente imagen, se muestran graficamente las diferencias entre un bit clasico y un bit
cuantico o qubit. Simplemente, el bit clasico toma el valor 0 o, en su defecto, el valor 1,
mientras que, el qubit, puede tomar el valor 0, el valor 1 o una superposicion de ambos
valores. Ademas, en este caso la superposicion es uniforme puesto que ambos valores tienen
la misma probabilidad.

@ 0

@ !

Classical Bit Qubit

Figura 14. Comparativa entre un bit y un qubit.
FUENTE: https.//www.researchqate.net/fiqure/Fiqure-1-Classical-Bit-Vs-Qubit fig2 308414229

Para la representacién de los estados de un qubit o un sistema de qubits, se utiliza la notaciéon
de Diracy se detalla su explicacion en la subseccidn siguiente, pero, a nivel matematico, los
qubits pertenecen a un espacio de Hilbert, introducido en el apartado de la historia de la
mecdnica cudntica.

Cuando se habla de amplitudes de probabilidad de 0y 1 en la superposicion de un qubit, esto
hace referencia a la probabilidad que existe de que colapse cada uno de estos dos estados.
Como se ha dicho anteriormente, el colapso cudntico se da cuando el observador hace una
medicidn del estado cudntico. A pesar de que se conozca el estado cudntico o el algoritmo
cuantico que se haya implementado es correcto para obtener la solucion deseada, en ultima
instancia se ha de medir el resultado de la computacién y esto hace que el estado cuantico
desaparezca y colapse en un estado cldsico.
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Por ello, si medimos el qubit de la figura anterior cuando esta en superposicién uniforme de
estados, obtendremos en un 50% de ocasiones el estado Oy en el otro 50% el estado 1.

No obstante, antes de realizar la medicion y colapsar en uno de los estados, el estado cudntico
posee tanto el valor de 0 como el valor de 1, por ello, se pueden paralelizar las operaciones
con dichos valores. Si, por ejemplo, se aplica la suma binaria de un qubit con otro, estando
ambos en superposicidn uniforme, el estado cuantico resultante contendra todas las
combinaciones posibles de la suma: 0+0, 0+1, 1+0 y 1+1. Pero, cuando este estado cuantico es
medido, solo se podrd observar uno de estos posibles resultados.

Para aumentar la capacidad de informacién y poder resolver problemas mas complejos, se
procede de la misma manera que en computacion cldsica. Se agrupan conjuntos de qubits para
poder representar nimeros mas amplios y, por tanto, de mas dimensidn.

Siguiendo con el ejemplo expuesto al principio de esta subseccién, cuando se agrupan 8 bits,
se tiene 1 byte de informacidn, con el que se pueden representar hasta 256 valores diferentes,
desde el 0 hasta el 28— 1. De la misma manera, al agrupar 8 qubits se forma un registro
cuantico de 1 gbyte pero, en contraste con la informacién cldsica, un registro de 8 qubits
puede almacenar los 256 valores mencionados anteriormente poniendo los 8 qubits en una
superposicion uniforme de 0y 1, mientras que, un registro de 8 bits clasico puede tomar solo 1
de los 256 valores posibles.

Esto implica una capacidad de almacenamiento que aumenta exponencialmente con el
numero de qubits de los que se disponen, es decir, con un registro de n qubits se puede
almacenar informacidn relativa a 2" combinaciones. Ademads, cada uno de los n qubits es
independiente del resto en cuanto a que las operaciones o transformaciones que se les aplica
son en paralelo para los n qubits.

A pesar de ello, como se ha dicho con antelacidn, esta informacién se encuentra encapsulada
en el estado cudntico, el cual no es accesible por métodos tan simples como la medicion del
estado de los qubits dado el principio del colapso cudntico. Esto es, de las 2" combinaciones
mencionadas en el parrafo anterior, si se realiza una medicidén de esos n qubits, se obtendra
una Unica combinacidn de las 2"y, por ende, se necesitan técnicas mas sofisticadas para
aprovechar las ventajas de la computacion cudntica.

El algoritmo de Quantum Counting explicado en secciones posteriores retrata un ejemplo de
como se pueden utilizar estas ventajas para conseguir informacién util del estado cuantico
habiendo implementado el algoritmo que utiliza el paralelismo combinatorio de la
computacion cudntica.

Adicionalmente, algo que cabe destacar es que un registro cuantico de n qubits se suele
utilizar como una variable que representa valores enteros de hasta 2"— 1 cuando este registro
estd en superposicién uniforme, es decir, cuando contiene todos los valores en su estado
cuantico, desde 0 hasta 2"— 1, con amplitudes iguales. Con ello, se aplica una transformacion a
dicho registro que equivale a hallar los valores de una funcién con su respectiva variable
(representada por el registro cuantico en superposicion). Dicha transformacidn ocasiona que,
al tener todos los valores representados en el estado cuantico de la variable de entrada, todos
los valores de la funcidon sean calculados aplicando una Unica vez la transformacion
equivalente a esta funcién. Esto es una mejora considerable respecto de la computacion
clasica, con la que los distintos valores de la funcidn se tendrian que calcular uno a uno, y se
denomina como paralelismo cuantico de computacién.
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Este tipo de transformaciones son los Ilamados oraculos o cajas negras y se representan por un
circuito cuantico en el que se realiza una determinada funcidn la cual, dada una entrada, la
transforma de cierto modo y produce la salida correspondiente a la funcién.

En la figura anterior, donde se comparaba un bit clasico y un bit cuantico, el qubit aparece
como una esfera en la cual se mostraba en estado 0 en la parte superior de la esferayun 1 en
la parte inferior. Esta es la representacion binaria comun que tiene un qubit, sin embargo,
cualquier punto en la superficie de dicha esfera se puede representar en el estado cuantico de
un qubit. Esta esfera es la denominada esfera de Bloch y se muestra en la figura siguiente.

\

Figura 15. Esfera de Bloch.
FUENTE: https.//francis.naukas.com/files/2014/07/Dibujo20140731-Bloch-sphere-qubit-nature-com.png

Como se ha dicho, el qubit es una esfera en la que cada punto de su superficie se corresponde
con un estado cuantico inequivoco. La esfera de Bloch se representa matematicamente
mediante un espacio complejo de Hilbert de dimensidn 2, cuando se trata de un Unico qubit.

Si se trata de un sistema de N qubits, el estado cudntico que representa es un vector de
maddulo 1 en el espacio complejo de Hilbert de dimensidn 2", lo que significa que el sistema es
capaz de almacenar informacidn de hasta 2" estados distintos.

La esfera, al ser un objeto tridimensional, se proyecta en tres ejes, X, Yy Z, tal y como se
muestra en la imagen. Esto es de gran relevancia ya que entra en juego otro matriz, la base
algebraica de medida. Convencionalmente, se mide en la base Z, pero se puede medir en
cualquier otra base de la esfera.

Como ejemplo, si se prepara un qubit en estado de superposicion uniforme de 0y 1, dicho
estado se encuentra en el eje X de la esfera de Bloch, es decir, serd el estado “+” (también
podria ser el estado “-”). Si justo después se realiza una medicion en la base Z, como se ha
venido diciendo hasta el momento, el colapso del estado cuantico se dara, con un 0.5 de
probabilidad respectivamente, el estado 0 o el estado 1.

Sin embargo, dado el mismo supuesto, el qubit esta en el estado “+”, cuando se hace una
medicidn de este en la base X, el estado colapsado sera el estado “+” con un 100% de certeza.
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Si dicho estado se mide respecto al eje Y, sucede exactamente lo mismo que si se mide en la
base Z, habra un 0.5 de probabilidad de obtener iy otro 0.5 de obtener —i.

Esta representacion tridimensional del estado cudntico es de suma importancia para la
obtencion de informacidon del mismo ya que los angulos que posee el estado cudntico respecto
de los tres ejes de medida y los pardmetros del problema proporcionan informacién relativa a
la respuesta de todas las combinaciones, dando una solucidn ante el obstaculo del colapso
cuantico. Esta técnica es la estimacion de fase cuantica y se utiliza en el algoritmo de Quantum
Counting, se explica detalladamente en su correspondiente seccién.

Notacion de Dirac

En esta subseccion, se introduce la notacién algebraica con la que se representa la informacién
cuantica: sus estados con sus respectivas amplitudes de probabilidad. También, se expone la
notacién matricial y tensorial que no es mds que otro tipo de representacion mas cercana al
calculo.

En la subseccién anterior, en la figura que compara los bits clasicos y cuanticos, se puede ver
que la notacién de 0y 1 se escribe como |0} y | 1) cuando se trata de un estado cuantico. Esta
notacion es la denominada notacion de Dirac o notacion bra-ket.

Con ella, se representa el estado cuantico mediante la descripcidn de su funcién de onda
asociada. Dicha funcién de onda puede representar cualquier vector unitario que haga
referencia a un estado cuantico, pero en computacién cuantica, los estados cuanticos que se
representan son siempre vectores binarios.

La notacidn de Dirac tiene propiedades que facilitan los calculos, operaciones y
transformaciones aplicables a una funcién de onda o estado cuantico.

A continuacion, se muestra un ejemplo sencillo de un estado cuantico de un qubit
representado con la notacién de Dirac el cual hace referencia a la superposicidon uniforme
entre el estado |0) y |1):

0)+]1) 1 1
—== = =0+ —=I1)
V2 2 V2
En primera instancia, se separa el coeficiente de amplitud para dar una explicacion mas clara
de su significado referente a cada estado.

(1)

Dicho coeficiente representa la amplitud de probabilidad de cada estado cuanticoy, a su vez,
indica la probabilidad de colapso de cada estado si se eleva al cuadrado el coeficiente asociado
al estado. Esta amplitud de probabilidad es un nimero complejo, aunque, en este ejemplo, la
parte imaginaria es nula. Aqui, ambos estados tienen una probabilidad de % de aparecer ala
hora de realizar una medida de este estado cuantico.
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Tal y como se ha expuesto, el vector asociado a la funcién de onda del estado cuantico siempre
es unitario, es decir, su modulo siempre es 1. Esto tiene sentido, pues la suma de las
probabilidades de los estados ha de ser siempre 1.

En este caso, el mddulo de la funcion de onda (1) se calcula de la siguiente forma:

1 2 1 2
TR
%) +(5
Andlogamente, este estado cuantico de un qubit se puede representar de forma matricial y se

corresponde con una matriz columna de dos elementos, donde el primero es la amplitud
asociada al estado |0) y el segundo la amplitud del estado |1) de dicho qubit.

Si se quiere representar el estado |0) o |1), estos estados se corresponden con las siguientes
matrices columna donde la amplitud de probabilidad es 1 (100% de certeza de obtener el
estado) en la posicién relativa al estado que se representa:

_(Po\ _ (1Y . _(Po) _ (0
0=(5)=(): 10=(p)=()
En el ejemplo (1), la matriz que representa su estado cuantico es el mostrado a continuacion,

siendo Py la amplitud del estado |0) y P; la amplitud del estado |1) y se relaciona con la
funcion de onda (1) de la siguiente manera:

(Po) Y V2 )

1 1
P, = 1/\/2 —>E|O)+E

Hasta aqui, se ha expuesto la representacién del estado cuantico de un qubit mediante
notacién de Dirac y notacion matricial.

Ahora, se va a representar la funcidn de onda de un sistema compuesto generalizando la
notacién para n qubits.

Como recordatorio, al igual que un qubit representa 2! estados, n qubits llegan a representar
2" estados. Todos ellos se representan de la misma manera que en el ejemplo (1), sumando
todos los estados con sus correspondientes amplitudes.

Para ejemplificar la representacion de n qubits, se va a suponer que todos los estados estdn en
superposicion uniforme, es decir, cada qubit se encuentra en la superposicion descrita por la
funcién de onda (1). Si se quiere representar el estado cuantico del sistema de n qubits,
teniendo en cuenta el registro completo en lugar de qubit a qubit, la funcién de onda queda de
la siguiente manera:

0...00) + [0...01) + -+ [1..11)
V2"

Los distintos estados que componen el estado cuantico son cadenas binarias de longitud n y, al
estar todos los qubits en superposicion uniforme, el coeficiente referente a la amplitud de
probabilidad de cada uno de estos estados también es uniforme, es decir, todos los estados
tienen la misma probabilidad de colapsar al realizar la medida del registro de n qubits.

(2)

Como se dijo anteriormente, el vector formado por las amplitudes de cada estado ha de ser
unitario, por lo que la suma de los cuadrados de todas las amplitudes ha de resultar 1.
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En la funcién de onda (2), el coeficiente de cada uno de los estados es 1/\/211 va que, al existir
2" posibles estados con la misma probabilidad, el vector ha de ser unitario, por ello se tiene
que cada amplitud A es:

2 _ _1
A“x2"=1 > A= /\/2_”

Y la probabilidad de obtener cualquiera de los 2" estados si se mide el registro cuantico (2) se
corresponde con el cuadrado de la amplitud: A% = 1/2n

Sin embargo, existe una forma simplificada de representar los estados de (2) que, al igual que
informatica clasica, consiste en representar cada estado como un nimero entero decimal en
lugar de dar la representacion binaria. Para el estado cuantico del ejemplo (2), la
representacién queda de la siguiente forma.

[0) +[1) +2) +---+ [2" = 1)
\/z_n

Siguiendo con la representacion decimal descrita, otra forma de expresar la superposicion
uniforme de n qubits distinta de las vistas anteriormente es mediante un sumatorio. Dado que
el estado cuantico de (2) se representa como la suma de todos los posibles estados con su
respectiva amplitud de probabilidad, dichos estados y amplitudes se pueden parametrizar
como términos de un sumatorio, tal y como se muestra a continuacion.

Esta notacién es muy utilizada, pues los algoritmos cuanticos suelen empezar con una
inicializacidn de los registros de qubits estableciéndolos en superposicion uniforme de estados.

Para terminar, se representa la funcién de onda correspondiente a (2) con la notacion matricial
que, al tratarse de n qubits, es equivalente al producto tensorial de los n qubits, todos en
estado de superposicién uniforme.

1
)o o (). ) F
2 N2) \Ygm) el

Y, al igual que antes, P, representa la amplitud de probabilidad correspondiente al estado x.

Estas nociones sobre la notacidn y representacién de la informacidn cuantica son suficientes
para comprender el desarrollo de las siguientes secciones.

Operadores y puertas logicas cuanticas

En este apartado, se introducen las puertas légicas cuanticas y los operadores que provocan
cambios en el estado cudntico de uno o varios qubits. Algunas de estas puertas se asemejan a
las puertas ldgicas clasicas, como la XOR, aunque su funcionamiento es algo distinto en la
mayoria de ellas.

A diferencia de las puertas ldgicas clasicas, las puertas cuanticas son transformaciones del
estado cuantico en un Unico qubit, es decir, la entrada y salida de la puerta cuantica es el qubit
objetivo al que se le aplica dicha puerta. Como ejemplo, la puerta légica clasica AND recibe dos
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0 mas bits de entrada y produce un Unico bit de salida. En el caso de las puertas cuanticas, las
transformaciones bdsicas estdn orientadas a un Unico qubit, sin embargo, mediante puertas
controladas, se construyen transformaciones que permiten realizar operaciones de mas de un
qubit.

Estas puertas ldgicas también forman parte de los operadores, puesto que un operador es
cualquier transformacion que se pueda dar en un estado cuantico. Dichos operadores son
aplicaciones lineales de un espacio de Hilbert sobre si mismo, es decir, si se aplica un operador
sobre un estado cuantico perteneciente al espacio de Hilbert (H), el resultado se corresponde
con otro estado cuantico perteneciente al mismo espacio. Por lo que, dado un operador A que
actua sobre un qubit con estado cuantico | ) € H se tiene que:

Aly):H-> H

A continuacion, se introducen las puertas cuanticas de 1 qubit de entrada. En general, estas se
aplican como producto de un operador por el estado cudntico del qubit. La representacion de
las puertas se define como una aplicacién lineal o como una matriz, cuando se trabaja con la
notacién matricial, expuesta en la subseccidn previa.

Para comenzar, se tienen las puertas de rotacion de 1809 respecto a cada eje de la esfera de
Bloch: la puerta X cuya funcién es invertir los estados |0) y | 1), también llamada puerta NOT
por su capacidad inversora, la puerta Y que invierte la parte imaginaria de las amplitudes de los
estados, y la puerta Z que cambia el signo de la amplitud del estado |1). Estas puertas son las
Ilamadas matrices de Pauli y en la figura siguiente se encuentra la representacién de la puerta
junto con su matriz de transformacion.

Operator Gate(s) Matrix
% ] ']_ Fant o 1]
Pauli-X (X) X [ 3
Pauli-Y (Y) — Y} [0 ':3]
’ [ | (
Pauli-Z (Z) 'L_Z_| [ula - |]]

Figura 16. Puertas Idgicas cudnticas X, Yy Z.
FUENTE: https.//en.wikipedia.org/wiki/File:Quantum Logic_Gates.png

Para la aplicacion de una puerta a un qubit, se aplica la transformacién de la puerta,
representada por su correspondiente matriz, al qubit con estado | ). Bajo el supuesto de que
se tiene un qubit con estado | ) = | 0), se aplica la puerta X a dicho qubit. El resultado de la
transformacion sera X|0) y se calcula mediante el producto de la matriz X con el de la matriz

de estados de [{):
x0=(7 o) (@)= =m

Tal y como se ha dicho anteriormente, la puerta X invierte la amplitud de probabilidad del
estado |0) con la del estado |1). En este caso, el estado del qubit era |0) al 100%, por ello, al
aplicar X, se transforma en el estado | 1) al 100%, al igual que el funcionamiento clasico de las
puertas ldgicas.
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No obstante, por linealidad, las puertas cuanticas también funcionan para estados en
superposicién, causando el siguiente efecto, esencial en computacidn cuantica, al aplicar la
puerta X a un qubit en una superposicion cualquiera de sus estados |0) y | 1):

P\ _ (0 1\ (Po\ _ (P1
()= o) (r)=(x)
Otra puerta primordial es la puerta Hadamard, denominada puerta H. Esta transformacién

cuantica es la que produce el estado de superposicidon uniforme en un qubit. El operador se
define con la siguiente matriz:

H= 1/\/7(1 _11)

Al aplicar dicha puerta a un qubit en estado |0), se obtiene el estado de superposicion
uniforme del ejemplo (1) de la subseccién anterior:

1

/ 10) + |1)

H|0):1/\/§(1 DIGE 1/f :_ji
2

Otras puertas que pueden ser Utiles, aunque en este trabajo no se van a utilizar, son las
puertas de rotacidn que permiten rotar el estado cudntico de un qubit un dngulo determinado
alrededor de cualquiera de los ejes X, Y 0 Z.

Las puertas cuanticas basicas estan orientadas a transformaciones en el estado de un Unico
qubit, no obstante, para realizar algoritmos cudnticos es necesario que la informacidn se
relacione entre los distintos qubits, lo cual se consigue mediante las puertas controladas.

El control de aplicacién de una puerta es lo que permite entrelazar la informacidn entre qubits
ya que es posible que uno o varios qubits controlen la activacion de un operador en otro
registro cuantico, condicionando asi el resultado mediante el estado cuantico de los qubits que
controlan dicho operador.

Un ejemplo de una puerta o transformacion controlada es la que se utiliza para entrelazar dos
particulas, explicado al inicio de la seccién de introduccidn a la computacién cuantica,
concretamente en la explicacion del entrelazamiento cudntico. Esta puerta es la Controlled
NOT (CNOT) o Controlled X (CX), la cual invierte el estado del qubit objetivo si el estado del
qubit de control es |1). Esta transformacidn es exactamente la equivalente a la puerta XOR
clasica, ya que el estado del qubit objetivo sera | 1) siempre que uno de los dos qubits estén en
estado |1), pero no si lo estan los dos.

Una puerta también puede estar controlada por multiples qubits. Siguiendo con el ejemplo
anterior, la puerta X puede estar controlada por dos qubits, siendo efectiva la aplicacién de
dicha puerta cuando ambos qubits de control tienen estado |1). Esta es la puerta de Toffoli,
también Ilamada CCNOT. De esta manera, se puede construir una puerta AND cudntica, ya que
el estado del qubit objetivo se invierte cuando ambos qubits controladores se encuentran en
estado |1). Si el qubit objetivo se encuentra inicialmente en estado | 0), entonces solo
cambiard al estado | 1) cuando los dos qubits de control sean |1).

La representacion grafica de las puertas CNOT y CCNOT se muestran a continuacién, junto con
su matriz de transformacion correspondiente.
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Figura 17. Puertas CNOT y CCNOT.
FUENTE: https.//en.wikipedia.org/wiki/File:Quantum Logic Gates.png

Una observaciéon importante es que las dimensiones de una matriz de transformacién que
representa la funcidn de una puerta légica cudntica depende del nimero de qubits de entrada
gue tiene dicha puerta. Las matrices son siempre cuadradas y su dimensién es 2"x2" donde n
es el numero de qubits de entrada de la puerta correspondiente a la matriz.

Por ejemplo, la puerta CNOT tiene como entrada 2 qubits, por ello, como se observa en la
figura anterior, su matriz de transformacion es de 22x2% que es 4x4. Y, en cuanto a la puerta
CCNOT, al tener 3 qubits de entrada, la dimensién de su matriz asociada es de 23x23 que
resulta en una dimension de 8x8.

Cuando se realiza una operacidn controlada, los qubits que intervienen establecen una
relacion de condicién en funcién de su informacion. La consecuencia directa de este hecho es
que los qubits de control asocian a su estado informacién sobre la transformacién que
provocan en los qubits objetivo. A esto se le lama asociacién de autovalores y se retrata mas
detalladamente en explicaciones posteriores.

Es importante anotar que todas las puertas cuanticas mencionadas hasta ahora son
transformaciones auto adjuntas, ademas de unitarias. Esto implica que dichas puertas
cuanticas son su propia inversa, tal y como se cuenta al inicio de la seccién de introduccion.

Tedricamente, si una transformacion se puede descomponer en un conjunto de
transformaciones unitarias, entonces dicha transformacion también sera unitaria, lo cual se
traduce en que, un determinado algoritmo cuantico compuesto por una serie de
transformaciones unitarias, se podra invertir para obtener la entrada en funcién de la salida
deseada tan solo invirtiendo el orden de aplicacion de las transformaciones que forman el
citado algoritmo.

Esto tiene que ver con la reversibilidad de las puertas cuanticas, ya que se precisa de cierta
informacién para poder revertir un algoritmo y transformarlo en su inverso.

En informatica cldsica, una puerta AND, por ejemplo, no es reversible, puesto que no se puede
descifrar la informacién de entrada correspondiente a una salida: se sabe que, si la salida es
‘1’, ambas entradas son ‘1’ pero, en el caso de que la salida sea ‘0’, se necesita mas
informacidn para saber qué valores de entrada han producido dicho resultado.

En contraste, un algoritmo cudntico, si todas las puertas cudnticas que utiliza son unitarias, se
cumple que todo el circuito es reversible y, por ello, comentado anteriormente, basta con
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conocer el orden de aplicacidn de las puertas légicas del algoritmo en cuestion para poder
invertirlo.

Las puertas ldgicas cuanticas son el desglose con menor nivel de abstraccién en la
computacion cuantica. En la préxima seccion, las puertas se agrupardn para crear operadores y
funciones mas complejas con el objetivo de implementar algoritmos utiles algo mas generales.

Circuitos cuanticos
Hasta el momento, se han explicado los conceptos, mecanismos y técnicas que se han de tener
en cuenta para disefiar algoritmos mediante circuitos cuanticos.

En esta parte, se reinen muchas de las ideas discutidas hasta ahora como las puertas ldgicas
cuanticas y las propiedades de superposicidn, entrelazamiento, interferencia y colapso
cuantico. Este conjunto de conceptos es necesario para construir con eficiencia y, sobretodo,
eficacia circuitos cuanticos que simulen algoritmos orientados a la resolucién de un problema
concreto.

Dentro de los circuitos cuanticos, también existen niveles de abstraccion, es decir, hay
algoritmos cudnticos con un propdsito general cuyo circuito estd establecido y su
implementacion es independiente del problema especifico que se esté tratando.

Un ejemplo de circuitos cudnticos generales puede ser el circuito relativo a la transformada
cuantica de Fourier en el que, Unicamente, puede variar el nimero de qubits sobre los que se
realiza esta transformada, pero siempre con una misma rutina de operaciones.

Para introducir los circuitos cuanticos, a continuacién, se muestra la forma grafica de
representacién de circuitos, donde la profundidad del circuito denota los instantes de tiempo
en el que se aplican puertas, y la anchura, cada cable horizontal, el nimero de qubits
existentes.

q0p : [0) H H A

q0; : |0) an A
q0s : |0)

cQp :

AR
N
|

601 :
602 0

Figura 18. Circuito cudntico de entrelazamiento entre 3 qubits.
FUENTE: https.//miro.medium.com/max/699/1*s-5fWmOwUJ4PhM2-1RXr0g.png

El circuito cudntico de la figura consta de 3 qubits, inicializados a |0), y 3 registros cldsicos,
también inicializados a 0. Estd compuesto por una puerta Hadamard (H), dos puertas CNOT y 3
medidas del estado cuantico al final, una por qubit.

La funcidn del circuito es entrelazar los tres qubits: el primer qubit, al encontrarse en estado
|0) y tras aplicarle la puerta H, se encuentra en superposicion uniforme de |0) y |1). Después,
al aplicar las puertas NOT a los otros dos qubit controladas por el primero, como inicialmente
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estan en |0), cambiaran su estado a |1) cuando el primer qubit sea |1) y permaneceran en
estado |0) si el primer qubit esta en estado |0).

Por lo tanto, en este circuito, al realizar la medida o colapso del estado cudntico al final, solo
habra dos valores posibles: |000) o |111), que representan el estado de los tres qubits en un
Unico registro general. En concreto, antes de realizar el colapso de los tres qubits, el estado
cuantico de estos es el siguiente:
|000) + |111) 1 1
—— = —|000) + —]111)
V2 V2 V2
Por ello, existe un 50% de posibilidades de obtener |000) y otro 50% de obtener |111) cuando
se realiza la medida del estado cuantico.

En este caso, el circuito tiene una anchura de 3, dado que se trata de un circuito de 3 qubits, y
una profundidad de 3, sin contabilizar los simbolos de medida, ya que la puerta H y las dos
CNOT se han de aplicar en un orden secuencial, aunque, seguidamente, se expone otro circuito
donde se aprovecha mejor el paralelismo de qubits en cuanto a la aplicacidn de puertas sobre
estos, reduciendo asi la profundidad del circuito.

Ahora, se introduce el algoritmo de Deutsch-Josza con su correspondiente circuito cuantico
para retratar ciertos métodos y técnicas que, usualmente, se utilizan al construir circuitos
relativos a otros algoritmos.

Sea x = x3x2x; donde x; € {0,1}, dada una funcién booleana f(x): {0,1} — {0,1}, el algoritmo
cuantico de Deutsch-Josza determina si la funcidn f(x) es constante o balanceada, es decir, si
todas las imagenes o salidas de la funcion devuelven un Unico valor, 0 0 1, o si la mitad de
valores son 0y la otra mitad son 1.

Hay que recalcar que la utilidad de este algoritmo es Unicamente simbdélica dado que, sin
importar el nimero de qubits de entrada (la dimensién de x), el algoritmo cuantico reduce
exponencialmente el tiempo computacional para resolver el problema, pero, en la practica, no
tiene una utilidad relevante.

Clasicamente, si se tienen 2" distintas combinaciones, se ha de realizar el calculo de f(x) para
saber si es constante o balanceada que, en el caso peor, requiere calcular f(x) para las 2"
combinaciones posibles. No obstante, el algoritmo de Deutsch-Josza requiere de un solo
calculo o aplicacién de f(x) para determinar una solucién al problema.

El circuito cudntico equivalente al algoritmo de Deutsch-Josza se muestra en el diagrama
siguiente. Se pueden observar dos circuitos donde la Unica diferencia entre ellos es que los 3
gubits de entrada que simulan la entrada x se juntan en una Unica linea.
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Figura 19. Circuito cudntico para el algoritmo de Deutsch-Josza.
FUENTE: https://www.researchgate.net/figure/Circuit-for-implementing-Deutsch-Jozsa-Algorithm fig1l 330291673

Para tener una traza de cdmo evoluciona el algoritmo, el seguimiento del estado cuantico del
circuito se hace por niveles de profundidad, describiendo la funcién de onda del estado
cuantico después de cada nivel. Aqui, existen 4 niveles de profundidad en los que el estado del
sistema de qubits cambia.

Para mayor claridad, en la funcién de onda se separaran los qubits referentes al registro | x)
del qubit objetivo.

Inicialmente, se tienen 4 qubits inicializados, de arriba a abajo, con el estado |0001). Los tres
primeros qubits hacen referencia a la variable de entrada x, mientras que el cuarto es el qubit
objetivo mediante el cual, en la Ultima etapa, se consigue crear interferencia de amplitudes y
dar la solucién al problema. El estado en este instante inicial es:

|1|10) = [000) |1)

En primera instancia, se aplican 4 puertas H de forma paralela, una para cada qubit. Esto es,
poner en superposicién uniforme todos los estados de x y transformar el estado del qubit
auxiliar a un estado concreto que determinara la solucién en etapas posteriores del circuito.

La diferencia entre inicializar a |0) y a |1) es que, cuando se aplica H a un qubit en estado |1),
se tiene una superposicion uniforme, pero con una fase negativa en el estado |1) en lugar de
positiva como sucede cuando el estado inicial del qubit es |0). Esto provoca que, al volver
aplicar H, se pueda distinguir entre el estado |0) y el |1). La funcidn de onda resultante es la
siguiente:

111

1 [0) — |1)
|¢1)=H®3|000)H|1)=\/? Z %) <T>

x=000
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Después, se aplica un oraculo sobre todos los qubits, que no es mds que un operador unitario
compuesto por puertas cuanticas donde la transformacidn que realiza se da en el qubit
objetivo. La entrada de dicho operador es |x)|y), y su salida es |x) |yDf(x)).

Dentro del oraculo Uf, para el algoritmo de Deutsch-Josza, se tiene un circuito cudntico que
calcula la funcién a evaluar. El valor de dicha funcidn se opera con el qubit objetivo |y)
mediante una XOR (CNOT).

Dado que la variable |x) esta en superposicion de todos sus posibles estados y que dicha
superposicion controla la aplicacién de la funcion f(x), como se ha comentado en la seccién de
puertas ldgicas, los autovalores de la funcién f(x), que son (—1)f® se asocian al registro |x),
guedando el estado cuantico como:

111 111
_ 1 10y — [1) i <|0) |1>>
02) = = Uf x_zoool >< = ) V_,;o( D) (~

Al aplicar de nuevo las puertas H al registro de los tres primeros qubits, se realiza la
interferencia en funcion de los valores que toma la funcién f(x). El resultado de estas
transformaciones es:

10) — [1)
- _1fx)
IS \/_ (xzzm< 1) |x>>< = )
< 10y — [1)
= fx) y®
I4rs) = z (D H 3<x%0|>>< 5 )
1 111 111 | ) |1)
Wg) = — Y (-D® (1>XZ|>< — )
Vw2 7
111 111 |0) |1)
rs) = == Z;mx;m( 1>f<X>+xZ|>< 5 )

Llegado este punto, cuando se mide el registro de los tres primeros qubits, considerando que
|z) = |000), si la funcidn f(x) es constante (su imagen es siempre la misma para cualquier x),
hay certeza de medir todo |0), mientras que, si es balanceada (la mitad de valores son 0y la
otra mitad 1), hay certeza de que no se mediran solo |0), ya que la amplitud de |z) = |000) es:

Por ello, si f(x) siempre tiene el mismo valor (es constante), la A; vale 1, pues no se anulan los
términos del sumatorio y, por tanto, todas las medidas son |0) con una probabilidad de 1.

En caso contrario, si f(x) puede tomar distintos valores, los términos del sumatorio se anulan
unos con otros y A; = 0, lo que significa que se tiene certeza absoluta de que no todas las
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medidas son |0), es decir, de que existe algun qubit que colapsa en |1) con un 100% de
certeza.

En este algoritmo, se utiliza la propiedad de interferencia de la funcidon de onda para obtener
propiedades de una funcién concreta sin necesidad de hacer todas las consultas necesarias
clasicamente para demostrar dichas propiedades.

Muchos algoritmos siguen la estructura general de este circuito, un oraculo que implementa la
funcién a evaluar, una superposicién uniforme del registro cuantico que representa la variable
independiente y un qubit bandera o flag qubit en superposiciéon uniforme con una fase
negativa en su estado |1), también llamado estado |-}, para generar interferencia
dependiendo de los resultados de la funcion.

Ventajas de la computacion cuantica

Alolargo de la introduccion, se han tratado ejemplos tedricos y practicos en los que la
mecdanica cudntica ofrece ventajas computacionales muy determinantes. En esta parte, se
recogen dichas ventajas exponiendo la complejidad computacional en relacién con el sistema
cuantico de computacién utilizado.

Una virtud de la computacidn cudntica es la capacidad de procesamiento de vectores que
posee. Hay que tener en cuenta que la capacidad de memoria aumenta exponencialmente con
el numero de qubits del sistema: afiadir un qubit al sistema, implica duplicar el nimero de
estados que se pueden almacenar para ser evaluados en un algoritmo cuantico.

Esto contrasta fuertemente con la informatica cldsica ya que, mientras que en un registro de n
bits se puede almacenar Unicamente un nimero desde 0 hasta 2"— 1, en informatica cudantica,
un registro de n qubits es capaz de almacenar informacién relativa a los 2" nimeros
representables, a pesar de que dicha informacidon no sea directamente observable.

Otra ventaja es la del paralelismo de operaciones, que permite la aplicacion de
transformaciones en los qubits de forma paralela, evitando tener que aplicar dichas
operaciones de una en una en cada qubit. En un ordenador clasico, se dispone de una ALU
(Unidad Aritmético-Ldgica) que no permiten paralelizar calculos a no ser que se disponga de
varias ALUs o de una GPU, en la que, ademas, se han de controlar de alguna manera las
dependencias de datos.

Como se ve en el algoritmo de Deutsch-Josza, es posible poner n qubits en superposicion
uniforme (aplicando n puertas H) en un Unico ciclo de operacién. Y, como este ejemplo,
muchas otras transformaciones son paralelizables, con lo que se consigue reducir la
profundidad del circuito y, por ende, el tiempo de computacién.

Una ventaja significativa es la de la superposicion de estados. Dado que un registro cuantico de
n qubits puede tomar todos los valores desde 0 hasta 2" — 1, dicho registro se puede utilizar
como una variable y hacer evaluaciones de una funcidn cuando la variable toma todos los
posibles valores, obteniendo informacién sobre los 2" valores de la funcién la cual se almacena
en el estado cuantico.

El algoritmo de Deutsch-Josza utiliza esta mecdnica pues, dado que el registro |x) toma todos
los posibles valores desde 000 hasta 111, la funcidn objetivo f(x) es evaluada con todas las
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combinaciones simultdneamente, obteniendo informacidn de los 23 valores distintos de f(x) sin
necesidad de calcularlos uno a uno.

Esto es una de las principales ventajas de la computacidn cuantica ya que se puede aumentar
el espacio vectorial de combinaciones afiadiendo qubits al sistema, lo que implica que las
combinaciones posibles de x aumentan exponencialmente y sigue siendo posible realizar las
evaluaciones de f(x) para todas las combinaciones posibles en funcion de la dimensién de x.

Aumentar el espacio de qubits no afecta en la profundidad general del circuito cuantico, pero
es cierto que cuanto mayor sea la dimensidn de x, mds complejo serd el circuito cuantico que
implementa la transformacion de f(x). Con lo cual, es posible que al aumentar el nimero de
qubits para representar una variable x tenga su repercusion en profundidad en cuanto a la
construccion del operador que calcula f(x).

A pesar de que el operador de f(x) aumente su profundidad al aumentar el espacio vectorial de
x, se calcularan, con cada qubit que se afiada al registro x, el doble de valores de f(x)
correspondientes a todas las definiciones posibles de x.

Después, gracias a la interferencia de las funciones de onda que representan los estados
cuanticos, es posible construir algoritmos cuadnticos eficaces con érdenes de complejidad
considerablemente menores respecto de cualquier otro tipo de algoritmo con objetivos
equivalentes.

Gracias a todo esto, la potencia de calculo y la escalabilidad de los algoritmos cuanticos son
muy superiores a aquellos que se puedan implementar en computacion clasica.

Por lo general, el mejor papel que puede desempenfar la computacidn cudntica es la resolucién
de problemas en los que el nimero de combinaciones a evaluar es elevado, como por ejemplo
en los problemas NP-completos.

Otros ejemplos en los que hay una gran diferencia en complejidad computacional utilizando
algoritmos cudnticos son los problemas de combinatoria referentes a grafos, arboles o a
cualquier exploracion en espacios de estados, ya que, tal y como se ha visto, la computacion
cuantica paraleliza comprobaciones y evaluaciones de todos los estados que sea posible
representar mediante registros de qubits.

Inconvenientes de la computacion cuantica

La computacién cudntica ha abierto muchos horizontes en la informatica gracias a sus
propiedades Unicas que paralelizan y aceleran los célculos.

Sin embargo, la mecdnica cudntica también tiene inconvenientes significativos que impiden la
construccién de computadores cudnticos fisicos de altas capacidades, con un gran nidmero de
qubits.

Esto se debe a que el estado cudntico de una particula se ve perturbado por el medio en el que
esta se encuentra. La termodinamica y el resto de particulas del entorno provocan que el
estado cuantico se vea corrompido segun va transcurriendo el tiempo, tendiendo a perder el
estado cuantico y a generar un estado clasico. A esto se le llama decoherencia cuantica y es el
mayor inconveniente, hoy en dia, a la hora de construir maquinas cuanticas con una gran
cantidad de qubits.

A medida que pasa el tiempo, la decoherencia de los estados cuanticos es cada vez mayor
puesto que, con las perturbaciones minimas que sufre un qubit aisaldo lo mas perfecto
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posible, los errores se van acumulando. Por ello, cuanto mds tiempo pasa desde el inicio del
algoritmo cuantico, mas inciertos son los resultados finales.

Ademas, para que el entrelazamiento de informacidn entre qubits sea posible fisicamente, los
qubits han de estar interconectados entre ellos para poder implementar operaciones de dos
qubits o0 mds cuando dichas operaciones son controladas por otros qubits, lo cual también
aumenta la decoherencia y la tasa de error de los estados cuanticos.

También, la falta de perfeccién a la hora de la aplicacion de las puertas légicas cudnticas
ocasiona una acumulacién de error en el estado cudntico puesto que existen probabilidades no
nulas de que la aplicacién de una puerta légica no transforme convenientemente el estado
cuantico. Cuantos mas qubits de entrada tenga la puerta Iégica, menor es la fidelidad de la
puerta en cuestion.

La temperatura a la que se encuentran los qubits es uno de los factores determinantes en la
decoherencia cudntica. Segun el tercer principio de la termodinamica, a medida que la
temperatura se va acercando al cero absoluto, es decir, 0 Kelvin, la entropia del sistema tiende
a ser constante, por lo que la influencia del entorno en el sistema cudntico también tiende a
anularse.

Por esta razdn, los computadores cudnticos de la actualidad buscan aislar los qubits de la
mejor manera posible, intentando establecer una temperatura lo mas cercana al cero
absoluto, consiguiendo asi, aumentar el tiempo de decoherencia y, como consecuencia,
aumentar el tiempo que se puede ejecutar un programa cuantico y obtener resultados con un
determinado nivel de confianza.

Cabe recalcar que, si el tiempo de decoherencia es lo suficientemente alto, es posible
implementar protocolos de correccién de errores del estado cuantico. No obstante, esto
requiere de un sistema de control basado en computacidn cldsica y, a medida que aumentan
los qubits del sistema a corregir, la computacidn de la correccion de errores se hace mas y mas
compleja, tomando asi mas tiempo para poder corregir los errores lo suficientemente radpido
como para hacer ejecuciones sostenibles y confiables segun transcurre el tiempo.

Por otro lado, la programacidn de algoritmos cudnticos va ligada al uso de ciertas técnicas
especiales para lograr resultados Utiles. Esto se debe a que, como se ha comentado
anteriormente, aunque se hagan evaluaciones paralelas de todos los estados posibles, al medir
el estado cuantico resultante solo se obtiene uno de esos resultados.

Debido a esto, es necesario emplear propiedades como la interferencia o la estimacion de las
fases cudnticas, entre otras técnicas, si se desean resultados validos de algoritmos cuya
complejidad se ve reducida al utilizar computacién cuantica.

Es importante tener en cuenta estas técnicas adicionales pues la complejidad computacional
aumenta debido a ellas. Esto tiene una repercusién relacionada con el tiempo de
decoherencia, pues al aumentar la complejidad computacional también aumenta el tiempo
necesario para completar la ejecucién de un algoritmo, lo cual incrementa la probabilidad de
obtener resultados falsificados o corruptos.
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4. Estado del arte

Un ordenador cuantico es aquel que utiliza un sistema cudntico de particulas como iones,
fotones o atomos de hidrégeno, para programar un algoritmo usando las propiedades de la
mecanica cudntica, acelerando asi los calculos de dicho algoritmo.

Para poder construir un computador cuantico, se han de cumplir varios requisitos esenciales
con el fin de conseguir un sistema capaz de simular cualquier algoritmo y de obtener
resultados correctos con una probabilidad relativamente alta. Segun [28], los requisitos
necesarios son los siguientes.

El primer requisito es que el sistema permita realizar todas las transformaciones légicas
universales para, de este modo, poder implementar cualquier tipo de funcidn légica
imaginable.

Otro requisito es que se mantenga una coherencia cudntica a medida que el algoritmo se
ejecuta en el sistema cudntico, pues la decoherencia generada por las distintas perturbaciones
del entorno del sistema produce resultados falseados, con mas probabilidad segun transcurre
el tiempo.

Ha de ser posible, también, realizar medidas de todos los qubits que forman el sistema para
poder leer el resultado una vez finalizadas las operaciones del algoritmo cudntico. A su vez, es
necesario que el sistema pueda inicializarse para partir siempre de un estado conocido del
sistema y construir el algoritmo a ejecutar acorde a ello, haciendo que el sistema evolucione
coherentemente con las transformaciones del algoritmo hacia la solucién o soluciones
buscadas.

Un ultimo requisito es el de la escalabilidad. El sistema ha de soportar extensiones de qubits
para poder implementar problemas mas complejos computacionalmente y, por ende, mas
utiles en la practica.

En la actualidad, existen varios modelos fisicos de ordenadores cuanticos universales que
cumplen estos requisitos, exceptuando el de la escalabilidad a causa de uno de los
inconvenientes de la mecanica cuantica mencionado anteriormente: el aumento de la cantidad
de qubits y sus interconexiones supone un obstdculo para la implementacién de un protocolo
de correccidn de errores.

La empresa multinacional de tecnologia IBM ha intervenido activamente en la construccién de
maquinas cuanticas de puertas con un total de 18 distintas desde el 2016, segin cuenta el
articulo [29], publicado en mayo de 2020. La mayoria de estas maquinas son de uso privado,
pero existen otras a disposicidn de los usuarios, algunas de pago y otras gratuitas.

Algunos de los procesadores cudnticos de uso libre que ofrece IBM son el de Melbourne con
15 qubits, o el de Orense o London con 5 qubits, entre otros. Sus topologias de interconexion
entre qubits se muestran en la siguiente figura.
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Figura 20. Red de conexiones entre los qubits del IBM Q Melbourne(izquierda) y Orense/London(derechal).
FUENTE: https://quantum-computing.IBM.com/docs/manage/backends/

Los procesadores cuanticos premium o privados de /BM son mas sofisticados, con un mayor
numero de qubits. En la cima, se encuentran el de Rochester con 53 qubits, seguido por el de
Cambridge con 28 qubits, con sus respectivas topologias de red mostradas en la figura a
continuacioén.

Figura 21. Topologia de interconexiones del IBM Q Rochester(izquierda) y Cambridge(derecha).
FUENTE: https://quantum-computing./BM.com/docs/manage/backends/

Ademas, en enero de 2019, IBM lanzé el primer ordenador cuantico de puertas comercial,
accesible para cualquier persona mediante la nube y se trata de un computador de 20 qubits
Ilamado IBM Q System One.

Todos estos ordenadores cudnticos estan construidos con qubits superconductores transmon,
tal y como afirma /IBM en [30], los cuales son un tipo de qubit de carga superconductora
creados artificialmente con el objetivo de reducir la sensibilidad de estos al ruido de carga.
Segln enuncia IBM en la cita anterior, este tipo de qubits son el fundamento para los
ordenadores cudnticos de estado sélido controlados eléctricamente.

La topologia de los ordenadores cuanticos utilizada por IBM hasta la fecha se basa en dichos
qubits superconductores transmon. En la figura siguiente, se puede observar un esquema de
como estan disefiados estos qubits fisicamente, los cuales se encuentran interconectados por
resonadores de microondas, encargados del direccionamiento y el emparejamiento entre
qubits dentro del procesador.
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Figura 22. Qubits superconductores transmon de IBM.
FUENTE: https://www.IBM.com/quantum-computing/learn/what-is-IBM-q/

Acorde a [31], la computadora cudntica IBM Q System One tiene una tasa de error menor al 2%
para las puertas cudnticas de 2 qubits y menor del 1% para puertas de 1 qubit.

En articulos recientes como [32], IBM presenta la escala de los nuevos ordenadores cuanticos
en los que estdn trabajando.

En este mismo afio, 2020, lanzan el IBM Quantum Hummingbird de 65 qubits para miembros
de IBMQ Network. Para el aiio 2021, planean presentar el IBM Quantum Eagle con 127 qubits
en el que, debido a su disefio, han conseguido equilibrar la conectividad entre qubits y la
reduccion de error permitiendo implementar el cédigo de correccién de errores hexagonal
pesado.

Después, en 2022, introducirdn el IBM Quantum Osprey de 433 qubits con controles mas
eficientes y con una infraestructura fisica criogénica con el objetivo de evitar mantener el
rendimiento y reducir el ruido.

Finalmente, en 2023, IBM planea lanzar el procesador cuantico IBM Quantum Condor con 1121
qubits en el que se tratardn los errores cometidos en los anteriores modelos y, dada la
necesidad de aislamiento que requiere un computador de estas magnitudes, también
presentan un nuevo refrigerador llamado Goldeneye, disefiado para 1 millén de qubits y que se
ird testeando con todos los computadores cudnticos mencionados, incrementando mas y mas
la escala de qubits hasta llegar a esta cifra.

Otra corporacién relevante en computacion cudntica a dia de hoy es Google que, en
septiembre de 2019, declaré que habian alcanzado la supremacia cuantica.

La supremacia cuantica hace referencia a alcanzar la capacidad de procesamiento cuantico tal
gue sea posible resolver un determinado problema que es casi irresoluble en tiempo por los
ordenadores clasicos. En el grafico de la figura inferior, se observan las caracteristicas que
definen la supremacia, donde la estrella denota la supuesta supremacia alcanzada por Google.

Simplemente, los problemas cuya resolucion se demoraria 100.000 afios 0 mas en un
computador clasico de 1 millén de nucleos serian el dltimo nivel de supremacia computacional,
teniendo en cuenta, también, la restriccion de memoria.
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Google afirmé que su maquina cuantica de 54 qubits (53 operativos) llamada Sycamore
resolvia un problema de generacidon de numeros aleatorios que, para el supercomputador mas
potente construido hasta la fecha: Summit, desarrollado por IBM, llevaria alrededor de 10.000
afios, mientras que el computador cuantico Sycamore resolvia los calculos en unos 200
segundos [33].

Cuando se filtrd la noticia, IBM se mantuvo escéptico ante la supuesta supremacia declarada
por la compania cuando, dias después, la rechazé dado que el tiempo estimado para que el
Summit resolviera el calculo se reducia a dos dias y medio (donde Google establecia 10.000
afios) puesto que el problema se podia reestructurar de una forma mas 6ptima para reducir
con creces el tiempo de computo [34].

Esto supone que, por el momento, la supremacia cuantica no ha llegado ya que un requisito es
gue el programa que se ejecute ha de ser practicamente irresoluble para cualquier ordenador
o superordenador clasico, en cuanto a tiempo se refiere. Sin embargo, dos dias y medio, a
pesar de que exista una gran diferencia respecto a los 200 segundos del programa cuantico, no
supone un tiempo muy largo de cémputo vy, por ello, no se puede hablar de supremacia
cuantica.

No obstante, independientemente de alcanzar o no la supremacia como concepto, esto sigue
suponiendo un gran paso adelante para la computacién cuantica, pues un ordenador cuantico
de escasos qubits, ha sido capaz de superar en tiempo con un factor de mas de 600 al
supercomputador con mas capacidad de procesamiento que existe, manteniendo la afirmacion
de IBM de que la tarea se puede ejecutar en dos dias y medio en Summit.
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La arquitectura fisica del Google Sycamore es la mostrada en la figura siguiente. Los qubits que
forman el computador cuantico son del tipo de los de IBM, qubits transmon superconductores,
aunque esta vez la topologia del ordenador es una malla en la que cada qubit dentro de Ia
malla se empareja con otros 4, como se observa en la figura.
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Figura 23. Topologia de interconexion de qubits del Google Sycamore.
FUENTE: https.//www.nature.com/articles/s41586-019-1666-5
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El Sycamore tiene una tasa de error en las operaciones cuanticas, seguin afirma el lider del
hardware cuantico de Google en [35], de alrededor de 0.5% y sugiere que para conseguir un
protocolo de correccidn de errores efectivo los qubits se ha de reducir dicha tasa en un factor
de mas de 5.

El hecho de que, en la actualidad, no sea posible reducir la tasa de error en los ordenadores
cuanticos hasta un umbral que permita construir una maquina cuantica tolerante a fallos situa
la computacién cuantica en la era llamada NISQ (Noisy Intermediate-Scale Quantum
technology), una era en la que los ordenadores cuanticos son de escala intermedia y no
tolerantes al ruido, es decir, con un numero moderado de qubits y con una tasa de error
relativamente alta.

Por otro lado, dado el obstaculo de la tolerancia a fallos, la compaiiia tecnoldgica Microsoft
esta trabajando en un modelo de qubits topolégicos que, basicamente, son estructuras
artificiales no fundamentales que actuan como qubits, es decir, son capaces de albergar un
estado cuantico y, en general, con mayor fidelidad que los qubits superconductores o las
trampas de iones.

El objetivo de los qubits topoldgicos es deshacerse de las tasas de errores en la aplicacién de
puertas légicas, en la observacién del estado cudntico y en la generada por la decoherencia. En
general, la meta es lograr un sistema cuantico escalable.

Un reciente articulo, publicado por Microsoft a finales de marzo de 2020, habla de un gran
avance en los qubits topoldgicos que se basa en los fermiones de Majorana, un fermién que es
su propia antiparticula, lo cual presenta caracteristicas exdticas como la neutralidad de carga

47


https://www.nature.com/articles/s41586-019-1666-5

cuando se trata de una cadena de fermiones de Majorana. Estas caracteristicas dan lugar a
mejoras en las tasas de error de las puertas cudnticas y en el tiempo de decoherencia.

Microsoft comenta en [36] que un qubit topoldgico se construiria organizando varios cables de
escala nanométrica que contienen “Majorana zero modes” (MZMs) en un entorno con
caracteristicas especiales: temperaturas bajas, campos magnéticos y materiales adecuados.
Afirman que el hardware cuantico topoldgico es robusto en cuanto a ruido se refiere, lo que
permitiria la escalabilidad en el nimero de qubits del computador. Para mas informacion
sobre los MZMs, véase [37].

En lo que a computador cuantico fisico se refiere, Microsoft todavia no dispone de uno. Sin
embargo, ha desarrollado un lenguaje de programacidn cudntica open source, Q#, que permite
crear algoritmos cuanticos y ejecutarlos en un simulador local al cliente o bien en Azure Cloud,
donde se dispone de mayor capacidad de procesamiento.

A pesar de no disponer de un ordenador cuantico fisico, Microsoft tiene una arquitectura
tedrica que describe la estructura de un computador cuantico tolerante a fallos. Dicha
arquitectura conecta el lenguaje de alto nivel, Q#, con un compilador del mismo para
transformar las sentencias del programa en operadores que, mediante una FPGA, se
reproducirdn en el ordenador cuantico topoldgico, siendo esta capaz de devolver los
resultados medidos cuando el cémputo finalice. Esta arquitectura se puede ver en detalle en el
siguiente esquema.
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Figura 24. Arquitectura tedrica del ordenador cudntico de Microsoft.

Algo que cabe destacar es que, el 14 de agosto de 2020, se publicd el articulo [38] que hace
referencia a un nuevo algoritmo, desarrollado por integrantes de la Universidad de Sidney, que
encaminaba la computacidn cudntica hacia una computacion libre de errores.

Dicho algoritmo, en términos generales, trata de describir el ruido cudntico de forma precisa y
eficiente mediante matrices de correlacion entre qubits interconectados, llegando al origen de
los errores y permitiendo implementar un protocolo de correccién de errores eficazy
escalable. La descripcidon detallada del algoritmo se puede encontrar en [39].
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Para acabar con las arquitecturas cudnticas, cabe mencionar la empresa de Rigetti Computing
gue posee un ordenador cuantico de circuitos electréonicos superconductores a disposicién de
muchas herramientas de desarrollo como 1QBit o Forest SDK, entre muchos otros.

Su ordenador cudntico mas reciente es el de Aspen-8 con 30 qubits, donde la duracion media
de ejecucion estd entre 19 y 28 microsegundos (us), lo cual hace referencia al tiempo de
decoherencia, y la fidelidad de puertas cudnticas es de 99.8% para puertas de 1 qubit y de 96%
para puertas de 2 qubit, tal y como declaran en su pdgina principal [40].

En cuanto a aplicaciones reales, actualmente existe una gran cantidad de aproximaciones
tedricas sobre la construccion de algoritmos cudnticos capaces de resolver problemas
practicos que requieren un elevado niumero de calculos. Muchos de ellos son algo tan simple
como problemas de combinatoria que, mediante computacidn clasica, su resolucidn solo llega
a ser posible mediante algoritmos de inteligencia artificial. No obstante, dada la situacion de la
computacion cudntica, no es posible implementarlos eficazmente.

En el campo de la inteligencia artificial, concretamente en la clasificacion de imagenes,
investigadores de Google han demostrado cdmo la computacién cuantica puede ayudar a
clasificar imagenes de 28x28 pixeles iluminadas por un Unico fotédn. Demuestran que es posible
conseguir, al menos, un 41.27% de precisién frente al 20% que proveen los algoritmos clasicos
cuando se trata de clasificar una imagen de 28x28 con el primer fotén que impacta en ella.

Segun [41], publicado el 14 de agosto de 2020, los investigadores de Google afirman que no es
necesario iluminar una imagen con multiples fotones a la vez para producir interferencia.

Adicionalmente, en el drea de la inteligencia artificial, existen multiples aplicaciones de la
computacion cudntica para la estimacién de hiperpardmetros para algoritmos de Machine
Learning. También, para la construccion de memorias asociativas y redes neuronales cuanticas
gracias al perceptrén cudntico.

Otra aplicacidn en la que es relevante la mecanica cuantica es la ciberseguridad, puesto que el
principio del colapso cudntico hace que cualquier medicién de la informacién cuantica
destruya su estado originalmente creado.

Por esta razén, como dice el articulo [42], China implementé un sistema cudntico de
distribucién de claves por satélite para garantizar al 100% una transmisidn de informacidn
segura. Este sistema se utiliza actualmente en el Banco Industrial y Comercial de China (ICBC)
cuando se trata de comunicacion entre ciudades distantes, por ejemplo, del noreste al
noroeste de China, donde la comunicacién puede ser intervenida por un tercero.

Hoy en dia, la ciberseguridad cudntica tiene cada vez mds impacto por todas las ventajas que
ofrece y es cada vez mas utilizado en ciertas telecomunicaciones. Ademas, cabe anadir que el
proceso de criptografia cuantica se puede implementar en la realidad utilizando
infraestructuras existentes, como cables de fibra éptica aplicando el mecanismo de
entrelazamiento de fotones.
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Las finanzas son un area en la que la computacién cudntica es de gran utilidad dada la gran
cantidad de variables. Como se expone en [43], los algoritmos cuanticos son aplicables a
servicios financieros como la simulaciéon o la optimizacion, ademds de problemas de
aprendizaje automatico.

Como ejemplo de problemas financieros, en [44] se realiza la estimacidn de valores referentes
al riesgo de crédito con el algoritmo de Quantum Amplitude Estimation, con un grafico relativo
a la distribucién de pérdidas.

Por ultimo, en el estudio [45] se recogen las aceleraciones en tiempo que supone la
computacion cudntica frente a algoritmos cldsicos para problemas asociados a estructuras de
datos.

Por ejemplo, para problemas de modelos de consulta en bases de datos, utilizando el
algoritmo de Grover, se consigue una aceleracion cuadratica donde la complejidad
computacional pasa de ©(n) a ©(n'/?). Otro ejemplo es el conocido algoritmo de Shor basado
en la busqueda de periodicidad en una secuencia, el cual supone una aceleracion exponencial
respecto de algoritmos clasicos, de ©(2") a ©(n), cuando los datos de entrada tienen una
estructura especial. Este Ultimo algoritmo es conocido por su poder potencial de romper el
algoritmo de cifrado RSA en unas horas, utilizado actualmente para la ciberseguridad en
internet.
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5. Herramientas para el desarrollo de programas cuanticos

Para crear programas cudnticos, hoy en dia, se disponen de librerias y de lenguajes de
programacién que permiten construir circuitos cudnticos. En [46], se pueden encontrar todos
los detalles de las distintas herramientas junto con los desarrolladores de estas. Algunas de
ellas seran explicadas a continuacién mencionando sus caracteristicas mas relevantes.

Segun la herramienta, el nivel de abstraccidn en la programacién es mayor o menor pues
algunas ofrecen algoritmos completos, como puede ser la transformada cudntica de Fourier
(QFT), y otras solo permiten codificar algoritmos mediante puertas ldgicas basicas, como las
mencionadas en la seccion de introduccion.

Algunas de las herramientas poseen una API (Application Programming Interface) que permite,
tras codificar un programa, ejecutarlo en una maquina cuantica real enviandolo a través de
internet. Esto es posible si los desarrolladores de la herramienta en cuestion tienen un
ordenador cuantico fisico accesible para el publico.

Este es el caso de /IBM con su proyecto Qiskit, que es un mdédulo de Python, Swift o Java
mediante el cual es posible codificar algoritmos cudnticos con un nivel de abstraccién bajo vy,
posteriormente, ejecutarlos en un simulador (local o remoto) o directamente en uno de los
computadores cuanticos accesibles de IBM. Ademas, si se desea un nivel de abstraccion algo
mas alto, IBM también ofrece otras librerias como la de Qiskit Aqua que contiene funciones de
algoritmos cudnticos basicos parametrizados. Mas adelante, se indaga mas profundamente
sobre Qiskit y sus funcionalidades.

Otro proyecto que dispone de una maquina cudntica fisica a disposicion de usuarios es Forest,
gue pertenece a la compania de Rigetti Computing. Forest es un proyecto open source que
utiliza Python como lenguaje de programacion anfitrion. En general, permite construir circuitos
cuanticos con puertas bdsicas, aunque también ofrece procedimientos de mds alto nivel con el
paquete Grove y esta basado en el conjunto de instrucciones de PyQuil. Véase [47] para mds
informacién sobre Forest y PyQuil.

Un ultimo kit de desarrollo con acceso a maquinas cuanticas reales es el de Cirg y se trata de
un proyecto desarrollado por Google que, al igual que Qiskity Forest, utiliza Python como
lenguaje de programacion anfitrién para la creacidn de circuitos cudnticos.

En [48], se pueden encontrar cantidad de especificaciones de Cirqg como pueden ser tutoriales,
detalles sobre las maquinas cudnticas de Google y de cémo ejecutar un algoritmo de Cirg en
las mismas.

Por otro lado, existen kits de desarrollo de software cuantico que no ofrecen la posibilidad de
ejecutar programas cuanticos en maquinas reales. En su lugar, poseen simuladores que
permiten, mediante computacién cldsica, imitar las caracteristicas de la computacidn cudntica,
lo cual es muy costoso en tiempo y memoria para los ordenadores convencionales, pero, a
pesar de ello, estos kits dan la posibilidad de comprobar el funcionamiento de algoritmos
cuanticos de unos pocos qubits y, en general, testear el paradigma cuantico.

Un proyecto relevante que todavia no se encuentra en posesion de un ordenador cuantico es
el de Microsoft Quantum Development Kit (MQDK). Como su nombre indica, es un kit de
desarrollo de software cuantico lanzado por Microsoft a finales de 2017 que, a diferencia de
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los proyectos anteriores, posee un lenguaje de programacién cuantico multiparadigma
llamado Q#, en honor al lenguaje C#.

Este lenguaje de programacion cuantico tiene una gran cantidad de librerias y, por ende, de
herramientas. Ofrece métodos cudnticos de todo tipo de niveles de abstraccidn, desde puertas
|6gicas basicas hasta procesos Utiles en inteligencia artificial cudntica como Quantum Machine
Learning.

Por ultimo, se introduce Amazon Braket, un servicio de la compafiia Amazon con el que,
mediante Python, se crean programas cuanticos que se pueden simular o bien ejecutar en
ordenadores cudnticos de terceros como el de Rigetti, lonQ o, el computador cudntico
adiabatico de D-Wave. Las caracteristicas completas de Amazon Bracket se pueden encontrar
en [49].

A continuacion, en las dos subsecciones siguientes, se estudian con mas detenimiento los kits
de Qiskit y Microsoft Quantum Development Kit dado que son lenguajes de programacién
cuantica sofisticados y, ademas, con los que se implementa y se testea el algoritmo de
Quantum Counting expuesto en secciones posteriores.

Microsoft Quantum Development Kit

Como se ha comentado en el apartado anterior, MQDK es un conjunto de herramientas open
source que ofrece Microsoft para el disefio de programas cuanticos con puertas y que, ademas,
posee su propio lenguaje de computacidn cuantica llamado Q#, por lo que no es necesario
utilizar un lenguaje de programacién auxiliar que actie como anfitridon del programa cuantico.

Para utilizar Q# y poder codificar programas, es suficiente con disponer del editor gratuito
Visual Studio Code y basta con instalar la extensién de Q#. De manera adicional, Jupyter
Notebooks incluye Q# como lenguaje, permitiendo crear archivos hibridos de documentacién y
codigo en Q#.

Todos los datos y caracteristicas sobre MQDK que se desarrollan a lo largo de este apartado se
extraen de la documentacion que ofrece Microsoft en [50].

Antes de comenzar el andlisis de Q#, cabe resaltar que Microsoft estd trabajando
constantemente en MQDK, afiadiendo nuevos paquetes con funciones mas sofisticadas y
modificando matices del mismo lenguaje.

En primer lugar, Q# es un lenguaje de programacion de tipado fuerte, es decir, es muy rigido
en cuanto a los tipos de variables, de funciones y de parametros. Se trata de un lenguaje de
alto nivel, aunque también ofrece funcionalidades de nivel mas bajo, como por ejemplo
puertas cuanticas primitivas.

A nivel genérico, existen dos tipos de variables, las constantes, no modificables a lo largo de la
ejecucion del programa, y las mutables, que si es posible modificar. Después, tiene los tipos de
variables comunes como nimeros enteros (/nt), nimeros reales (Double), etcétera. Otros tipos
de variables orientadas a la computacién cuantica son los tipos de Qubit, referente a la
instanciacion de un qubit, Result, que es la estructura de datos en las que se puede almacenar
un estado cuantico medido, y Pauli, que define la base en la que se aplican las operaciones y
en la que se puede realizar la medida del estado cuantico. Ademas, Q# implementa la
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funcionalidad de tipos de usuario, permitiendo al programador definir tipos de datos o incluso
tipos orientados a cabeceras de operaciones o funciones.

Para declarar varias instancias de un mismo tipo se utilizan arrays, que se definen
comunmente con corchetes delante del tipo de la variable. Sin embargo, los arrays que se
pueden definir dnicamente pueden ser de una dimensidn, es decir, no es posible definir
matrices con filas y columnas, aunque si se puede definir una matriz ordenando todas las filas
seguidas como si fueran una sola, teniendo como resultado una Unica dimension.

Q# también permite la definicidon de funciones como en cualquier otro tipo de lenguaje, a lo
qgue se le suma la creacién de operaciones las cuales se corresponden con la construccién de
operadores cuanticos o transformaciones sobre el espacio de estados de un registro de qubits,
aunque no es estrictamente necesario que intervengan qubits. Las operaciones se diferencian
con las funciones en que no tienen valor de retorno, pues se trata Unicamente de un
procedimiento que aplica ciertos cambios sin devolver ningun valor adicional mas que la
transformacién. Ademas, las operaciones pueden definirse como controlables y/o adjuntas, lo
gue significa que, al construir un determinado operador controlable y adjunto, es posible
instanciarlo convenientemente como controlable por otros qubits y como adjunto o invertible,
lo que implica poder revertir la transformaciéon en un momento dado.

Para la simulacion de la computacidn cudntica, se puede utilizar tanto el simulador local que,
con ciertas restricciones, permite ejecutar en el PC privado hasta algoritmos con 25 o 30
qubits, como el simulador de Azure, que ofrece hasta una instanciacién de 40 qubits. Existen,
adicionalmente, otros simuladores como el ToffoliSimulator que solo permite operaciones con
puertas X, CNOT o multiple CNOT, con el que es posible instanciar, segin asegura la
documentacién, millones de qubits. O un simulador de recursos: ResourcesEstimator, que
estima el nimero de puertas y qubits que requiere el algoritmo cudntico en cuestion.

Cabe recordar que Microsoft todavia no dispone de una mdaquina cudntica real en la que se
puedan ejecutar los algoritmos desarrollados en Q#.

Ahora, una vez introducidos los conceptos basicos del lenguaje, se exponen las herramientas
gue ofrece Microsoft con Q#, empezando por las mas comunes, siguiendo con librerias de bajo
nivel de abstraccién y finalizando con un escalado hacia funcionalidades con niveles de
abstraccion mds altos. Todas estas librerias y paquetes que ofrece Q# se encuentran en la
documentacion de la APl en [51].

En primer lugar, Q# provee funciones matematicas basicas como valores absolutos, funciones
trigonométricas, fracciones continuadas, logaritmos, maximo, minimo y, en general,
operaciones matematicas fundamentales. También ofrece operaciones légicas binarias como
desplazamiento de bits, puertas ldgicas clasicas como AND, XOR, etcétera. Luego, incluye una
libreria de conversion entre tipos y otras para realizar diagndsticos y aserciones de sentencias,
como desigualdades y comprobaciones de ciertas caracteristicas en estructuras de datos, por
ejemplo, en arrays. Y, entre otras, funciones que implementan operaciones en bucle segun los
parametros deseados.

Después, MQDK ofrece varias librerias con operaciones primitivas. Las operaciones primitivas
hacen referencia a las puertas légicas cuanticas fundamentales: H, Z, NOT, CNOT, CCNOT,
rotaciones parametrizadas de fase cuantica respecto de los ejes, y muchas mas, como la
operacion de medida M. Adicionalmente, proveen librerias de preparacién de estado cuantico,
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con las que se pueden evitar ciertos bucles de inicializaciéon de qubits o aplicar una operacién
iterativamente acorde a pardmetros que definen la condicién de terminacién.

En un nivel algo mds alto de abstraccidn, se encuentran las representaciones mds abstractas
de los registros cuanticos como, por ejemplo, representar un registro de qubits como nimeros
enteros en lugar de cadenas binarias, definiéndolo como Little endian o Big endian. También se
disponen de operaciones aritméticas como suma o multiplicacion de registros de qubits y otras
operaciones de colapso que devuelven en forma de niumero entero el resultado del registro
medido. Esto permite trabajar con datos mas manejables por el programador sin necesidad de
gue este tenga que codificar los métodos correspondientes para la representacion de la
informacién.

Después, en otro nivel de generalizacidén, Microsoft ofrece métodos estdandar como la creacion
de ordculos controlados, composicidn de operadores, la transformada cudntica de Fourier, y
algoritmos de estimacién de fase y de amplificaciéon de amplitudes, entre los mas importantes,
junto con el algoritmo hibrido Variational Quantum Eigensolver (VQE) que combina la
computacion clasica y la cuantica optimizando recursos.

Cabe mencionar otras herramientas como la simulacién de Hamiltonianos, la simulacién de
propiedades dindmicas (sistemas adiabaticos) y métodos para quimica cudntica, un ambito
cada vez mas en auge.

Por otro lado, MQDK dispone de una libreria de correccidn de errores con varios métodos para
el tratamiento de la decoherencia y la tasa de error del estado cuantico. Otro paquete
relevante para el entorno de computacién es el de Environment, que ofrece informacion sobre
el numero de qubits del sistema de los que se puede disponer de forma auxiliar, para utilizar
una sola vez, o de forma permanente, utilizados hasta el final del programa.

En la ultima capa de abstraccidn, se encuentran librerias de inteligencia artificial con
algoritmos como Random Walk, algoritmos de optimizacién, métodos para clasificadores y
gradientes, junto con otro paquete de datasets con los que se pueden realizar entrenamientos
de machine learning.

Con este breve analisis de las herramientas de Microsoft Quantum Development Kit, se puede
ver que Q# es un lenguaje de programacién cuantico completo y versatil, con muchos niveles
de abstraccion y con una gran variedad de opciones a la hora de programar. Ademas, el
lenguaje es intuitivo y accesible para usuarios con un nivel medio de conocimiento en
programacion y en computacién cuantica.

Es importante incidir en que Microsoft sigue construyendo nuevos métodos y librerias utiles
para relajar la tarea de la programacion cudntica de bajo nivel. Ademas, cuando dispongan de
un ordenador cuantico y lo enlacen los programas escritos en Q#, este kit de desarrollo
software puede llegar a ser muy potente dada la cantidad de librerias y algoritmos que
ofrecen.
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Qiskit

Como se ha introducido previamente, Qiskit es un entorno de trabajo open source desarrollado
por IBM para la codificacién, simulacidn y ejecucidn de circuitos cuanticos. Dicho entorno
funciona con el lenguaje de programacion Python y Qiskit es un médulo a importar en un
cddigo con extensién .py para desarrollar programas cudnticos de puertas. Al igual que Q#,
Qiskit también esta disponible en la aplicacién de Jupyter Notebooks.

Toda la documentacion relativa a Qiskit y de la que se extrae la informacién recogida en este
apartado se encuentra en [52].

Esta herramienta de desarrollo de software cuantico se divide en cuatro elementos que
trabajan a nivel de circuitos, pulsos y algoritmos. A continuacion, se describen las
caracteristicas mds sobresalientes de cada uno de los elementos que forman Qiskit, de menor
a mayor nivel de abstraccién. Para mas detalles, se puede acudir a la referencia del parrafo
anterior.

El primer mddulo es Qiskit Terra, en el cual se apoyan el resto de elementos. Es el médulo con
el nivel de abstraccién mds bajo donde los programas cuanticos estdn codificados a nivel de
puertas y, mas alla, a nivel de pulsos, que es el equivalente fisico de la aplicacidon de una puerta
cuantica.

Dado que se trata de la capa de abstraccién mas baja, en ella se llevan procesos de
optimizacidn del algoritmo cudntico a ejecutar acorde a las restricciones del dispositivo fisico
objetivo. Y, en cuanto a las ejecuciones remotas, Qiskit Terra se encarga de la comunicacion
entre el backend, la maquina fisica en la que se ejecutara el programa, y el usuario que
desarrolla dicho programa.

Qiskit Terra, ademas, se subdivide en otros 6 médulos: Circuit, referente a la instanciacion de
circuitos cuanticos y sobre los que se implementan las operaciones para construir algoritmos
cuanticos; Pulse, el nivel mas bajo de abstraccidon donde las puertas cuanticas se traducen en
los respectivos pulsos fisicos a aplicar en el ordenador cuantico; Transpiler, una herramienta
disefiada para obtener circuitos equivalentes mas eficientes del mismo algoritmo dadas las
limitaciones de la decoherencia cuantica y la tasa de errores en las puertas; Providers, el
maddulo encargado de la comunicacién entre el frontend y el backend para facilitar la seleccidn
del dispositivo final de ejecucién con ciertos parametros, como el nimero de repeticiones, y
para la obtencidn de resultados por parte del usuario; Quantum_info, con tareas que ofrecen
informacién sobre estimacién de medidas y generacidn de operaciones y estados cuanticos,
disefiado para algoritmos mds complejos; y, por ultimo, Visualization, que contiene métodos
para graficar el circuito cudntico fisico que representa un determinado algoritmo.

Después esta el elemento Qiskit Aer, cuyas herramientas proveen entornos de simulacién para
circuitos cuanticos con distintas caracteristicas parametrizadas como la configuracion de ruido,
acercando la simulacién de un programa cuantico a una ejecucion en un ordenador fisico real.

Qiskit Aer se compone de los tres siguientes simuladores en backend: QasmSimulator, que
permite la ejecucion ideal y ruidosa de circuitos cuanticos y que, a su vez, incluye simulaciones
de un algoritmo con distintas representaciones como statevector, donde el estado cuantico se
trata como un vector de estados, o matrix_product_state, que utiliza la representacion
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matricial expuesta en la introduccién; StatevectorSimulator, que ofrece una simulacién ideal
del circuito y retorna el vector de estados cuanticos final, sin realizar ninguna medida; y
UnitarySimulator que, igual que el anterior, es una simulacién de ejecucién ideal pero retorna
la matriz unitaria final correspondiente al estado cudntico del circuito, también sin medidas de
este.

En el siguiente lugar, se encuentra Qiskit Ignis, cuyo objetivo es aliviar los errores
caracterizandolos de la mejor manera posible y tratando de mejorar la efectividad de las
puertas al maximo. En especial, este elemento estd disenado para el desarrollo y
experimentacion de correctores de errores cuanticos en cualquiera de sus aspectos.

Existen tres tipos de experimentos que se pueden realizar con Qiskit Ignis. El primero,
Characterization, disefiado para medir pardmetros como el ruido y parametros del
Hamiltoniano como tasas de interaccidon y errores en puertas. El segundo, Verification, que
verifica aplicaciones de puertas y resultados de circuitos que, en general, sirve para obtener
informacién de la fidelidad de las puertas. Y, el tercero, Mitigation, que son rutinas de
correccion en circuitos las cuales son aplicables a otros conjuntos de resultados del mismo
backend.

Dados estos experimentos, el codigo de Ignis se descompone en tres bloques: el bloque de
circuitos, donde se encuentran la lista de circuitos para experimentos concretos con un
pequefio conjunto de parametros variables por el usuario, luego, el bloque de Fitters o
adaptadores, donde los resultados de los experimentos con Ignis son analizados y se adaptan
segun el modelo fisico del experimento, y, por ultimo, el bloque de filtros que, segun el
experimento, los Fitters pueden devolver un objeto Filter el cual se puede utilizar para mitigar
errores en otros experimentos.

En el dltimo nivel de abstraccién, se encuentra el médulo de Qiskit Aqua donde se recogen
métodos y algoritmos que permiten codificar programas cudnticos utiles en el mundo real,
orientados a los campos en los que la computacidn cuantica juega un papel importante como
en la quimica, en la optimizacién, en inteligencia artificial y en finanzas. Ademas, existen
multiples tutoriales orientados a la introduccidn de la computacién cuantica en estos campos.

Los métodos de Qiskit Aqua requieren algo mds de conocimiento y habilidad en computacion
cuantica. Permite que los programadores puedan contribuir con programas y algoritmos
cuanticos de alto nivel.

La libreria de circuitos de Qiskit se puede consultar en [53]. Dicha libreria recoge, en términos
generales, puertas cuanticas primitivas, puertas generalizadas, puertas booleanas bdsicas,
circuitos basicos como la QFT, circuitos aritméticos como sumadores o comparadores, entre
otros.

Para finalizar, es importante destacar que los cédigos cuanticos escritos con Qiskit se pueden
ejecutar en la maquina cuantica real de IBM, ademas de poder simularlo de forma local o
remota. Por ello, el algoritmo cuantico desarrollado en este proyecto se programa con Q#y
con Qiskit con el fin de realizar una comparativa entre ambos cédigos y, de forma adicional,
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mediante Qiskit poder ejecutarlo en un computador cuantico real para discutir los resultados
obtenidos.
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6. Quantum Counting: Algoritmo de busqueda cuantico

En esta seccidn, se explica rigurosamente el desarrollo tedrico para la implementacién del
algoritmo de Quantum Counting o cuenta cudntica. El estudio de este algoritmo esta inspirado
por la experiencia previa en computacién cuantica, en concreto con el algoritmo de Grover, y
Unicamente se ha utilizado la informacién de [54] para construir el programa.

El Quantum Counting es un algoritmo cudntico que permite contar el nimero de soluciones
gue tiene una determinada funcién booleana sin necesidad de tener que comprobar, una a
una, las salidas de cada posible entrada de dicha funcién.

Dada una funcién f:{0,1}™ — {0,1}, donde la entrada a la funcién es una cadena binaria de
dimensidn ny la salida de la funcién es 0 o 1, el algoritmo de Quantum Counting tiene como
meta contar el nimero de cadenas binarias de entrada x que satisfacen f(x) = 1. De manera
formal, este algoritmo tiene como salida |M| donde M = {x | f(x) = 1} con x € {0,1}" dada
una funcion objetivo f(x).

Mediante este algoritmo cudntico, es posible obtener la solucidn a este problema con una
complejidad computacional menor que la que requeriria el procedimiento de evaluacion de
cada una de las combinaciones codificando la funcién objetivo a evaluar como una funcidn
oraculo dentro de un circuito cuantico.

Hoy en dia, existen muchos problemas donde el espacio de combinaciones es muy amplio,
tanto que da lugar a problemas irresolubles en un tiempo moderado. Un tipo de problemas
gue poseen esta caracteristica son los problemas NP-complete y hacen referencia a problemas
no resolubles en tiempo polinédmico, en el caso de que NP fuera distinto a P, lo cual es
desconocido en la actualidad. Esto se desarrolla con mayor detalle en la seccién 8.

Es importante destacar que buscar el nimero de combinaciones de entrada de una funcidn
cuya salida es ‘1’ no es mas que un proceso abstracto. En la realidad, existen una gran cantidad
de aplicaciones practicas, como las explicadas en la seccidn 9, en las que la resolucion del
problema reside, a nivel bajo, en la bisqueda del nimero de entradas que satisfacen una
condicidn determinada, codificada en la funcién objetivo, como la presencia de determinados
elementos en una base de datos, una funcién de verificaciéon de problemas NP, algoritmos de
aprendizaje automatico utilizando umbrales, etcétera.

El algoritmo de Grover y la transformada cuantica de Fourier para la estimacién de fase
cuantica, hace posible realizar una implementacién de este algoritmo mas éptima en tiempo
respecto de la fuerza bruta clasica.

En las siguientes secciones se describen meticulosamente cada uno de estos procesos que,
organizados, dan forma al algoritmo de Quantum Counting cldsico, es decir, utilizando la
estimacion de fase o Quantum Phase Estimation.

Algoritmo de Grover

El algoritmo de Grover es un algoritmo cudntico de busqueda en conjuntos de datos no
necesariamente estructurados. Su objetivo es la busqueda de elementos con caracteristicas
genéricas en un espacio de soluciones potenciales. En general, toda la informacién sobre el
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algoritmo de Grover ha sido estudiada del libro de introduccion a la computacion cuantica en
[26].

Este algoritmo de busqueda es el nucleo del algoritmo de Quantum Counting, pues es el que
consigue encontrar las soluciones dada una funcién objetivo, la cual caracteriza los elementos
buscados dentro del conjunto.

A nivel general, el algoritmo de Grover utiliza el mecanismo de evaluar una funcién objetivo,
codificada como un ordculo, con todas las posibles combinaciones de la variable de entrada,
representada por un registro de qubits en superposicién uniforme. Tras haber evaluado la
funcidn, todos aquellos elementos caracteristicos que cumplen la funcidn objetivo son
marcados. Por ultimo, se amplifica la amplitud de probabilidad de los elementos marcados
aplicando otro operador llamado operador de difusion.

Este proceso, aplicado un determinado niumero de veces, provoca que los elementos
marcados, correspondientes con las soluciones buscadas, tengan una probabilidad muy alta de
colapsar cuando se realiza la medicién del estado cuantico, ya que sus amplitudes han sido
amplificadas en el proceso de Grover hasta el maximo posible.

De manera formal, la definicidén del problema es muy parecida a la explicada en la introduccién
del Quantum Counting: dada una funcién f:{0,1}" — {0,1}, el algoritmo de Grover busca los x
tal que f(x) = 1 donde x es la codificacidn binaria de una solucién valida.

Para la explicacion del algoritmo de Grover se va a suponer que solo existe una Unica solucion,
por lo que solo existe un valor de x tal que f(x) = 1.

Para comenzar, se definen dos tipos de estados acorde a si f(x) = 1, que son los estados
correctos o los estados solucidn, o si f(x) = 0, que hacen referencia a los estados incorrectos.
Con esto y dado que el espacio de entrada estd en superposicién uniforme de todos los
estados, se puede definir la siguiente funcién de onda, donde M hace referencia al nimero de
soluciones y N al nimero de combinaciones posibles. Aqui, M = 1 por la suposicién anterior de
gue existe una Unica solucion.

M
W) = N |WeorrEcTo) + N |WincorrECTO)

Como | ) es unitario, sumar el cuadrado de sus amplitudes ha de resultar en 1. Por ello, se

. M N-M , ., .
puede establecer que sinf = |— ,cosf = |——y que, segun la funcién objetivo, el valor
N N

correcto es |1) y el incorrecto |0), entonces la base de medida es
{ [Wcorrecro) IWincorrecro) } donde f(|Weorrecro)) = 11) ¥ f(Wincorrecro)) = 10).

Ahora, se distinguen dos transformaciones unitarias principales: Uf, que es el oraculo de la
funcién objetivo con el que se marcan los estados solucidn utilizando un qubit bandera (b), y
Uy, que hace referencia al operador de difusién con el que las amplitudes de los estados
marcados se amplian. Las transformaciones de estos dos operadores son las siguientes:

10) —11)
V2

[x) > —|x) six =0
[0) > |0) six=0

Uf:|x) |b) = |x) |b @ f(x)),con|b) =

Uy, = H®" Uy, H®", donde Uy, : {
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Con esto, al aplicar a | ) el oraculo de la funcién objetivo, Uf, se tiene la funcién de onda
resultante que se muestra a continuacién, donde las soluciones correspondientes con el
estado |1) ahora poseen una amplitud negativa y los estados que resultan en |0) tienen una
amplitud positiva, con lo que los estados solucidon quedan marcados en este paso y es posible
diferenciarlos de los estados incorrectos.

Uflp) = —sin(8) |1) + cos(6) |0)

Mean value

l

J

= Uyl)

Figura 25. Aplicacion del operador Uf a la funcion de onda [ ) en estado de superposicién con w estado solucion.
FUENTE: [26] Grover algorithm

La conversién a amplitud negativa de los estados solucién se debe a que el operador Uf se
define de forma similar al oraculo del algoritmo de Deutsch-Josza explicado en la seccidn de
circuitos cuanticos de la introduccidn. Esto es, Uf utiliza un qubit bandera o flag qubit en
estado |—) con el que, al evaluar la funcién f(x) con todos los estados posibles de x, los valores
de x con f(x) = 1 adquieren el autovalor negativo correspondiente al qubit bandera, mientras
que, si f(x) = 0, el autovalor asociado a dichos estados es la unidad, lo cual significa que los
estados incorrectos no sufren transformaciones, consiguiendo asi distinguir los estados
solucidn.

Después, se tiene |1} que representa el vector ortogonal de | ). Si se cambia de base a la
base de {|), |[U, )}, la funcién de onda anterior queda como:

UfI) = cos(26) ) — sin(20) [y} = —sin(@) [Wcorrecro? + c0s(0)|WincorrecTo)

Ahora, si se aplican rotaciones del estado cuantico de la funcién de onda alrededor del vector
|y, ) con el operador de difusion Uy, el resultado es la amplificacién de amplitud de los
estados cuya amplitud es negativa, es decir, aquellos estados que se corresponden con
soluciones del problema habran adquirido una amplitud negativa. Este método de
amplificacidon de amplitud se denomina inversién sobre la media, dando lugar al siguiente
resultado.

Uy Uf W) = sinB0) Wcorrecro) + cos(30)Wincorrecro)
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= Uy Uj

Ti;'f" >

Figura 26. Estado de [y ) tras aplicar Uf y Uy donde el estado amplificado se corresponde con el estado solucion.
FUENTE: [26] Grover algorithm

De forma general, si este proceso se repite k veces, la funcidon de onda resultante se
corresponde con:

(UllJJ_Uf)k [W) = sin ((Zk + 1)) |[Wcorrecro) + cos((2k + 1)0)|W;ncorrecTo)

Y, para maximizar las amplitudes de probabilidad de los estados correctos, se ha de aplicar
este procedimiento un numero de veces k dependiente de la proporcidn de soluciones
existentes en el espacio de estados, la cual es desconocida a priori.

El algoritmo de Grover para la bldsqueda en espacios de estados sigue los siguientes pasos:

1. Inicializar el registro de n+1 qubits, correspondientes al registro cuantico n del espacio
de estado y al qubit bandera, al estado |0)®"*1.
2. Aplicar H®""al registro |0)®"*! y Z al qubit bandera para conseguir el estado

siguiente, donde N = 2":
1, (10)—11)
=720 (55)

3. Aplicar el operador de Grover en el siguiente orden: Uy H®" Uy, H®"

4. Repetir el paso 3 E /N/MJ veces, siendo M = numero de soluciones.

5. Medir el estado del registro de n qubits para colapsar una de las soluciones posibles.

Para el algoritmo de Quantum Counting, lo que se utiliza del algoritmo de Grover es el llamado
operador de Grover G, compuesto por los dos operadores principales previamente descritos:

G =H®" Uy, H®" Uy = Uy, Us

Cuando existe un unico x que cumple f(x) = 1, entonces basta con medir el registro de la
variable de entrada al final del proceso para obtener dicho valor de x, pues las amplitudes de
probabilidad tras el algoritmo estaran concentradas en dicha solucién Unica.

Suponiendo que existen varias soluciones candidatas que cumplen la funciéon objetivo, al
realizar una medicién después de aplicar el proceso anterior, se obtiene una unica solucién del
espacio de soluciones con una probabilidad muy alta o, en algunos casos, con certeza absoluta.
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Sin embargo, a no ser que se realicen varias repeticiones del proceso y que el espacio de
soluciones sea lo suficientemente pequefio, no se obtendria por completo dicho espacio.

Si lo que interesa es conocer el nimero de elementos que son soluciones potenciales en un
tiempo de computacién reducido, el algoritmo de Grover no es suficiente para obtener todos
los posibles candidatos a solucién cuando el espacio de busqueda es muy grande.

Por ello, para desarrollar el Quantum Counting, se necesita conocer cuantos elementos han
sido marcados en el proceso del algoritmo de Grover.

Dado que la imagen de la funcion objetivo f(x) es 1 en los estados solucion y 0 en los estados
incorrectos, esto genera lo que se llama el dngulo de Grover, definido como 6, el cual tiende a
crecer cuantas mas soluciones existan dentro del espacio de estados. En el esquema siguiente,
se puede observar dicha rotacion al aplicar el operador G.

| 'ff'l"‘g ood )

/

Ugs Uyl

— — H |1"Il".hﬂd>

Figura 27. Angulo del operador de Grover, donde |14004) hace referencia al espacio de soluciones.
FUENTE: [26] Grover algorithm

Cuando se aplica el operador G, el espacio de Hilbert de n dimensiones formado por la variable
de entrada x induce una rotacion 6 en relacion a la proporcion del nimero de estados solucién
existentes en la funcidn f(x). Esta rotacién se corresponde con el autovalor del operador Gy,
tal y como se observa en la ultima funcidon de onda y en la figura anterior, se relaciona con el
numero de soluciones mediante la siguiente ecuacién:

o= (77

Dicho angulo 8 es el que permite conocer el nimero de soluciones totales M pues, al tener
que N =2" es el nimero total de estados, si se conoce 6, se podria hallar el valor de M.

Ahora bien, para conseguir el valor de 6, entra en juego la estimacién de fase cuantica que
utiliza, a su vez, la transformada cuantica de Fourier.

Transformada cuantica de Fourier
Para explicar la estimacién de fase cuantica o Quantum Phase Estimation es necesario

introducir el concepto de transformada cudntica de Fourier o Quantum Fourier Transform
(QFT).
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La transformada de Fourier es una herramienta matematica que transforma una funcién
definida en el dominio temporal en una funcién equivalente en el dominio de la frecuencia.
Existe tanto la transformada continua de Fourier como la discreta, pero en informatica se
utiliza la transformada discreta puesto que la continua no es posible codificarla.

La definicion de transformada discreta de Fourier es la siguiente:

27Tl
Xp-e N¥

1

N-1
n=0
En computacidn cudntica, existe un proceso similar conocido como QFT que se asemeja a la

transforma discreta de Fourier con la Unica diferencia de que la informacion de la frecuencia
en la QFT se encuentra en la fase cuantica.

La definicion formal de la transformada cudntica de Fourier es la siguiente, donde M = 2™:

M-1

VM
n=0

X
QFTy: Ix) - e?™ ™ |n)

Como se puede observar, existe una clara correspondencia entre la transformada discreta de
Fourier y el operador que implementa la transformada cudntica de Fourier. En esta ultima, el

valor de entrada x queda codificado en la fase cudntica de m qubits los cuales representan M
estados distintos.

El circuito cudntico relativo a la QFT se muestra en la figura a continuacién. Esta compuesto
por puertas Hadamard y rotaciones controladas por los qubits con indice mayor al del qubit
objetivo. Esto ultimo es de gran importancia puesto que, si se utilizan n qubits, la frecuencia
codificada en la fase cuantica del qubit con el indice mas pequefio tendra una precisién de n
digitos decimales binarios.

LES -| Hrl 2. H Hﬂl H]:i—l 2rill.TiEa. Ty
|.r'-_»j: & s [E_ . f-.'”___, n“_ 1 - i“::___l 2 llza. X 1Y

|“::—I 2xillzn—i..x

[} ok . EI_ [0} +-e2mitrn 1)

Figura 28. Circuito de la transformada cudntica de Fourier.
FUENTE: https.//es.wikipedia.org/wiki/Transformada cu%C3%Al1ntica de Fourier

Para el caso de la estimacién del angulo 6, correspondiente al autovalor necesario del
operador de Grover G, es necesario el circuito inverso, pues dicho angulo quedara codificado
en la fase cuantica de los qubits que controlan el operador G mediante el mecanismo de
asociacion de autovalores visto en el apartado de la introduccion.

Con el fin de descodificar 6, es necesario obtener la informacién de la frecuencia de forma que
se puedan medir los registros de la transformada |x1...x») y, para ello, basta con aplicar el
circuito cuantico a la inversa del representado en la figura superior, lo cual se define como la
transformada cuantica inversa de Fourier. Su definicion formal es la siguiente:
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M-1

FT_l_ 1 Zni%n

QFTy g L In) — [|x)
n=0

Es importante destacar que la fase de la transformada se corresponde con un dngulo
multiplicado por i, por lo que este es un nimero decimal escrito en binario y toma valores
reales en el intervalo de [0,1). Sin embargo, al utilizar m qubits para hallar dicha fase, no se
tienen todos los valores existentes entre 0 y 1, sino que dicho intervalo se divide en 2™ partes
iguales, ofreciendo 2™ valores distintos en [0,1).

Por ejemplo, si se tienen dos qubits para realizar la estimacidén de una determinada fase, al
aplicar la transformada inversa, las posibilidades que ofrecen estos dos qubits son los nimeros
decimales en base binaria (0’00, 0’01, 0’10, 0’11) o, en base decimal, (0’00, 0’25, 0’50, 0’75).

De aqui, se puede deducir la resolucidn de la fase que se obtiene tras aplicar QFT utilizando m
qubits. Con 2 qubits, se tiene una resolucién de 272, por lo que m qubits ofrecen una resolucién
de 2™.

Esta resolucion es importante a la hora de obtener la fase 6 del operador de Grover ya que, si
no se dispone de la suficiente precisidn, el valor estimado distara demasiado del valor
auténtico de 6. Dicha precision va en relacién al tamafio del espacio de estados y del espacio
de soluciones del problema en cuestién, lo cual se trata con detenimiento en el siguiente
apartado.

Quantum Phase Estimation

El algoritmo de la estimacién de fase cudntica es la Ultima pieza para construir el algoritmo de
Quantum Counting, cuyo objetivo era agilizar la cuenta del nimero de soluciones de una
funcién que representa la definicién de un determinado problema.

Hasta el momento, se han definido dos componentes esenciales que se van a ensamblar en el
Quantum Phase Estimation: el operador de Grover (G) y la transformada cuantica de Fourier

(QFT).

Para obtener el nUmero de soluciones de una funcién cualquiera, era necesario estimar el
valor del dngulo 6 correspondiente al autovalor del operador de Grover. Con este fin, se
introduce la QFT, la cual permite obtener el valor de la fase cuantica codificada en la amplitud
del estado | 1) de cada uno de los qubits que intervienen en la estimacion de ©.

Ahora, es necesario una técnica con la que se pueda codificar dicha fase 6 en los qubits que
realizan la estimacién. El mecanismo que se utiliza es la asociacién de autovalores mediante la
aplicacion de operadores controlados que, como se ha mencionado anteriormente, se
corresponde con la misma técnica del algoritmo de Deutsch-Josza.

Lo que consiguen los operadores controlados por otro qubit es que, al igual que las puertas
controladas de las que se habla en la introduccidn, el qubit controlador active o inactive la
aplicacion del operador objetivo dependiendo de si dicho qubit posee el estado |1) para
activarlo o el estado |0) para inhabilitar su aplicacion.

Esto implica que el operador se activa Unicamente cuando el qubit de control se encuentre en
estado | 1), por lo que el qubit de control tendrd asociado a la amplitud de su estado |1) la
fase correspondiente al autovalor del operador que controla. Por otro lado, el estado |0) del
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qubit de control no tiene ninguna fase asociada de dicho operador puesto que, cuando se da
esta situacion, el operador controlado no se aplica y es como si al estado |0) se asociara el
autovalor de un operador identidad (no causa modificacidn alguna) que es 1, lo cual no tiene
repercusion.

En el caso del operador de Grover, el autovalor asociado es el dngulo 6 que da la informacién
necesaria para obtener el nimero de soluciones de la funcién que define el problema. Como el
qubit controlador se inicializa con una superposicién uniforme de |0) y |1), entonces, al
transformar dicho operador en un operador controlable, se obtendria el autovalor codificado
en la fase del estado | 1) del qubit de control, quedando dicho qubit en el estado siguiente:

% (|0) + eZniell))

Este estado es muy parecido al estado de entrada que requiere la QFT inversa para poder
descodificar el valor de 8. Sin embargo, se necesita un formato algo mas especifico dado que,
como se contempla en la figura del circuito de la QFT o en su definicidon formal, los qubits a los
que se les aplica la QFT han de codificar en su fase las décimas binarias correspondientes a la
precisién deseada.

En el ejemplo anterior con un Unico qubit de control, al aplicar la QFT sobre este, Unicamente
se podra estimar 8 con dos valores en binario, 0'0 0 0’1, que en decimal equivale a 0’0 0 0’5, lo
cual es insuficiente en una gran mayoria de los casos, puesto que solo se distinguen dos
valores posibles.

Por ello, surge la necesidad de utilizar varios qubits para poder estimar mas décimas binarias y
asi obtener una precisién mayor. Hay que destacar que cada qubit de control que se afiada
duplica la precisidon de la estimacidn pues el espacio de estados crece de forma exponencial
con el nimero de qubits.

Ademas, es necesario que cada qubit que se afada tenga el formato adecuado tal que se
estime una décima binaria extra del autovalor del operador, en este caso el angulo 8. Para
conseguir esto, el qubit que hace referencia al decimal en la posicién n-ésima ha de controlar
la aplicacién del operador G un nimero de veces igual a 2™

En la siguiente figura, se muestra el circuito correspondiente a la estimacién de fase cuantica
donde se recogen todos los matices discutidos hasta el momento: los qubits de control, el
operador unitario controlado U, y la QFT inversa que transforma la fase de U asociada a los
gubits de control en un valor medible al final del algoritmo.
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Superposition Controlled U7 Operations Measurement
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Figura 29. Circuito de Quantum Phase Estimation dado un operador objetivo U.
FUENTE: https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_phase_estimation algorithm

En lo que respecta a la implementacion del Quantum Counting, se tiene que el operador
unitario U que se muestra en la figura anterior es el operador de Grover G del cual se obtiene
el valor 6 que despeja el nimero de soluciones de la funcidn objetivo f(x). Por lo que, tras
aplicar el circuito de la estimacidn de fase, se podra medir dicho valor y hallar la cardinalidad
del conjunto definido al inicio de la seccién:

M| donde M = {x | f(x) = 1} con x € {0,1}"

Quantum Counting: Busqueda del nimero de soluciones

Una vez explicados todos los procesos necesarios para implementar el algoritmo de Quantum
Counting, ya se puede describir el circuito cuantico equivalente a dicho algoritmo con su
correspondiente fdrmula para la interpretacién de los resultados obtenidos.

En esta seccidn, se procede a la integracion de todos los elementos necesarios para construir
el algoritmo correctamente alrededor de la funcién objetivo a evaluar.

Primero, se tiene el operador de Grover (G) con el correspondiente operador oraculo Uf, el
cual es un circuito cudntico que codifica la funcién objetivo como una transformacion
mediante puertas ldgicas cudnticas universales. Posteriormente, dentro del operador G se
tiene el difusor de Grover Uy, que es siempre el mismo independientemente de la funcidn
objetivo.

G

Figura 30. Operador genérico de Grover.
FUENTE: [26] Grover algorithm
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Después, como se dijo en el apartado del algoritmo de Grover, dicho operador G causa una
rotacion 6 la cual determina el nimero de elementos que cumplen f(x) = 1, por lo cual interesa
obtener este autovalor del operador G. Para conseguir esto, se utiliza el algoritmo de Quantum
Phase Estimation que, mediante el control de un determinado nimero de qubits sobre
operadores de G, obtiene la fase correspondiente a la rotacién 6.

Por ultimo, con la fase codificada en los qubits de control, se aplica la transformada cuantica
inversa de Fourier para que, al medir los qubits de control con la fase 8 asociada, sea posible
obtener dicho angulo.

El circuito completo para el algoritmo de Quantum Counting se muestra a continuacién y estd
construido con el circuito relativo al algoritmo de estimacidn de fase, expuesto en la
subseccidn anterior, donde los operadores unitarios controlados son los operadores de
Grover.

Superposition Controlled U7 Operations Measurement
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Figura 31. Circuito para el algoritmo de Quantum Counting.
FUENTE: https.//en.wikipedia.org/wiki/Quantum_counting algorithm

Tal y como se ha detallado en la subseccién de Quantum Phase Estimation, el nUmero de
qubits utilizados para la estimacion del dngulo 8 son los que determinan la precision o
resolucion del nimero decimal binario obtenido en el resultado final.

Con p qubits, se tiene una resolucién de 2® en el intervalo de [0,1) o, lo que es lo mismo, dicho
intervalo se divide en 2P partes iguales, donde cada valor denota un angulo determinado
separado del anterior y siguiente por un valor de 2.

Por esta razdn, si se tiene un valor de p lo suficientemente grande para tener una buena
estimacion de 8, se podra contar con exactitud el nimero de elementos que cumplen f(x) = 1.
Sin embargo, cuantos mas qubits de estimacién o de control se afiadan al algoritmo, mayor
sera la complejidad computacional de este pues, en Ultima instancia, se ha de aplicar 2P veces
el operador G en el circuito cuantico, lo cual aumenta la profundidad del circuito.

Para finalizar el algoritmo y obtener el nUmero de soluciones existentes tal que f(x) = 1, se ha
de tener en cuenta que, al realizar la medicion del registro cuantico de estimacién tras aplicar
la QFT inversa, los valores que se obtienen con una alta probabilidad son 6 = | x1...xp), donde x;
es el bit decimal mas significativo y x, es el menos significativo. Por ello, para obtener el valor
del angulo real 8 € [0,1) se ha de dividir el resultado de dicho registro cudntico |xi...x,) entre la
precision total, es decir, 2P.
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Con esto y con la ecuacién, expuesta en la subseccidn del algoritmo de Grover, que relaciona el
angulo de Grover O con el nimero de soluciones M existentes en el espacio total de N estados,

se llega a la siguiente formula:
on
2 oin—1 M
o S <~/ /N>

Utilizando esta ecuacidn y habiendo estimado la rotacion 8 por el algoritmo de Quantum
Counting, ya es posible hallar el nimero de soluciones My resolver el problema. Despejando la
féormula anterior se tiene que:

. (0
M =N -sin“|(—
2D
Por lo que, al finalizar la ejecucién del algoritmo cudntico de recuento de soluciones, se miden
los registros cuanticos de estimacion, se obtiene el valor de 0 relativa al operador de Grover
gue contiene la funcién objetivo y se calcula M con esta féormula.

Complejidad computacional

En lo que respecta a la complejidad computacional del Quantum Counting por el método de
estimacion de fase, se ha de analizar cada uno de los procedimientos que componen el
algoritmo y sus correspondientes complejidades en tiempo de ejecucién.

Para ello, se tiene en cuenta la profundidad o depth del circuito cuantico que forma el
operador en cuestion y se relaciona dicha profundidad con el nimero de ciclos de aplicacién
de puertas cuanticas necesario, expresando la complejidad con la notacién big O en base a
dicha profundidad de puertas.

Algo que cabe destacar es que se podrian separar las puertas cuanticas de un qubit y las de dos
qubits puesto que suponen un tiempo de aplicacidn distinto, sin embargo, en el analisis
siguiente dichas puertas se consideran iguales.

Para el circuito del Quantum Counting, se tiene un circuito de estimacion de fase compuesto
por operadores de Grover controlados y por una transformada cuantica de Fourier de p qubits.

En primer lugar, se tiene el operador de Grover G, el cual se descompone en otros operadores
mas sencillos de la siguiente manera:

G =H®" Uy, H®" Uy

Aqui, se pueden distinguir n operaciones H relativas a la transformacién de Hadamard en n
qubits lo cual tiene una profundidad de 1 puerta, puesto que las n puertas H se aplican en
paralelo.

Después, se tiene el operador Up, que tiene una profundidad total de 3 puertas y una de ellas
es de control de n qubits sobre el qubit bandera, mencionado en la seccion del algoritmo de
Grover. Este operador, al utilizar una puerta multicontrol, incrementan la profundidad dado
los registros auxiliares que se requieren para aplicarla, causando que una de las 3 puertas
contabilizadas aumente la profundidad en un orden de n puertas.

Por ultimo, esta el operador Uf que es el operador oraculo correspondiente a la funcion
objetivo que se va a evaluar. La profundidad de este operador es dependiente de la
complejidad de la funcidn objetivo pues se ha de construir un circuito cuantico con las
transformaciones necesarias para implementar las operaciones que realiza dicha funcion.
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Por lo tanto, la profundidad total de G se corresponde con:
Depth(G) = n+ 2 + Depth(Uf)

En segundo lugar, se encuentra el nimero de operadores de Grover controlados que se han de
ejecutar en el circuito. Este nimero esta determinado por la cantidad de qubits de control o de
estimacion que se utilizan para obtener con precisién el pardmetro 8 del operador de Grover.

A nivel general, el nUmero de operadores de Grover de los que se compone el circuito, segin
el algoritmo de estimacién de fase, se calcula de la siguiente manera, teniendo en cuenta que
se utilizan p qubits de precisidn para la estimacion:

p—-1

Cantidad de operadores G = 2" € 0(2P)

n=0

Al ser una suma, para el orden de complejidad computacional basta con quedarse con el
término mas grande que, en este caso, seria un orden de 2P operadores G.

En tercer y ultimo lugar, esta el circuito cuantico que representa la transformada cuantica de
Fourier o QFT. Este circuito también depende del nimero de qubits de precisidn utilizados
pues estd compuesto de puertas Hy de puertas de rotacidn controladas, las cuales se han de
aplicar con un orden especifico.

No obstante, este orden tiene pocas restricciones y es posible conseguir un paralelismo en las
operaciones sobre los p qubits, llegando a tener una profundidad en el circuito de:

Depth(QFT) = 2+p

Por lo tanto, la profundidad total del algoritmo de Quantum Counting que denota su
complejidad es la siguiente, donde p es el nimero de qubits de estimacién y n es el nimero de
qubits utilizado para representar el espacio de estados del problema:

p—1
Depth(QC) = (2 + p) + (n + 2 + Depth(Uf)) - z 2" € O((n + Depth(Uf)) - 2P)

n=0

Complejidad en memoria

En cuanto a la complejidad en memoria del Quantum Counting, se distinguen dos registros
cuanticos principales: el registro relativo a la estimacién de fase y el que simula el espacio de
estados con los que se evalua la funcidon objetivo.

Primero, se define el espacio de estados con los que interesa analizar la funcion objetivo y
obtener la cantidad de estados solucidn existente en dicho espacio. Para ello, es necesario
conocer con qué rango de valores se va a evaluar la funcidn para definir el espacio de estados
acorde a este rango.

Si se quiere que la funcidn sea evaluada con cadenas binarias de longitud n, el registro
cuantico que representa el espacio de estados tendrd n+1 qubits, pues se ha de afiadir el qubit
bandera para aplicar el operador de Grover, ademds de algunos qubits auxiliares temporales
para realizar alguna operacion relativa a la funciéon objetivo.
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Después, para la estimacién del autovalor 6, se tiene un registro cuantico de tantos qubits
como precisidn se requiera en la estimacion.

Como se ha comentado en las subsecciones previas, el nUmero de qubits p, referente a la
precision necesaria para hallar la cantidad de soluciones existentes en f(x), depende del
tamanio del espacio de estados, es decir, de n.

Esto se debe a que, si en cadenas binarias de tamafio n solo existe una Unica cadena tal que
f(x) = 1, entonces se ha de disponer suficiente precisién como para que el algoritmo pueda
detectar que existe dicha solucién. Por ello, la precisién adecuada seria justamente la
dimension del espacio de estados n, sin embargo, la precisién exacta que se necesita para
estimar correctamente el nimero de soluciones M es:

2n
P=u
Por lo tanto, la anchura del circuito relativa a la complejidad en memoria del algoritmo es la
siguiente:

Width(QC) =p-(n+1) e 0(p-n)

Simulacion del algoritmo en Q#
En esta seccién, se comenta la implementacion y los resultados del algoritmo de Quantum

Counting con el lenguaje de programacién cuantico Q#, de Microsoft Quantum Development
Kit.

Utilizando las herramientas que ofrece Q#, se ha programado el circuito relativo al Quantum
Counting clasico explicado anteriormente. Dicha implementacion se ha generalizado para
permitir evaluar varias funciones objetivo f(x), parametrizando el oraculo que implementa
dicha funcién, la dimensién del espacio de estados n y el nimero de qubits de estimacion p.

Primero, se han inicializado los qubits que evaltan la funcidn f(x) y los qubits referentes a la
estimacioén de fase, cada uno con una superposicidon uniforme |+), excepto el qubit flag
inicializado a |-).

Ademas, los registros cuanticos, tanto el del espacio de estados como el de estimacion de fase,
se han representado como nimeros enteros en lugar de una cadena binaria para facilitar la
aplicacion de operadores y simplificar la obtencion de resultados. Esto, se ha realizado con el
tipo LittleEndian definido en el paquete Microsoft.Quantum.Arithmetic, el cual recibe un
vector de qubits y transforma en un entero la representacién binaria en Little Endian de los
autoestados de los registros.

El operador de Grover ha sido implementado con los respectivos operadores unitarios que lo
definen, donde el Unico operador que puede variar, como se ha dicho, es el oraculo Uf que
representa la funcidn objetivo.

G =H®" Uy, H®" Uy

El nimero de operadores controlados de Grover (G) es dependiente del pardmetro p, puesto
que se comienza aplicando un operador Controlled — G y se finaliza con 2”* operadores C - G.
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Posteriormente, se utiliza el método de QFTLE de la libreria Microsoft.Quantum.Canon para
aplicar la transformada inversa de Fourier al registro cuantico en Little endian que estima el
angulo de Grover.

Por ultimo, tras todo el proceso anterior, se mide el registro referente a la estimacién de la
fase de Grover como un numero entero, se resetean los registros cuanticos a |0) y, con los
resultados obtenidos, se aplica la ecuacién relativa al calculo del nimero de soluciones M,
donde 6 es el valor medido del registro de estimacion, N es el nimero total de estados (2") y p
es el niumero de qubits que forman el registro de estimacion:

. (0
M =N -sin“|(—
2D
Este proceso se repite iterativamente con la intencién de agrupar varias muestras y poder
observar la certeza en las soluciones obtenidas.

A continuacion, se muestran los resultados de distintas pruebas del algoritmo con 100
ejecuciones por cada prueba, variando la funcién oraculo, el tamafio del espacio de estados ny
el numero de qubits de precisidn p. Se conoce previamente el nimero de soluciones de dichas
pruebas para comprobar el funcionamiento del algoritmo. Es importante mencionar que las
funciones de las pruebas son booleanas, por lo que las operaciones que aparecen se
corresponden con funciones légicas: AND representado como un producto “”, OR como una
suma “+” y XOR como una suma exclusiva “@”.

Para la primera simulacién, se tienen los siguientes parametros y su respectiva salida:

e n=7 -x€{0,1};N =27 =128
° p=6;p=5;p=4
o f(x)=%g X5 -Xx4-X3 X3 X1 X9 > M =1solucion

Times obtain
Times obtai

1; Times obtai
M1 = 117; Times obtained:

f solutions M
f solutions
f solutions M / Times obtain
f solutions M h4; Times obtai
f solutions M = ; Times obtai
r of solutions M = : Times obtained:

Figura 32. Salida de la ejecucion del Quantum Counting programado en Q# con N =128, M =1, p = {6,5,4}.

Como se observa, las salidas obtienen con una probabilidad alta el valor de M correcto para la
funcidén oraculo definida en la parte superior cuando se tienen 6 o 5 qubits de precisidn, sin
embargo, con 4 qubits la precision no es suficiente como para detectar el angulo de Grover
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referente a M =1 en un espacio de N = 128, por lo que, para p =4, la salida del programa es
erréneay las probabilidades se condensan en los dos primeros valores de M representables
por 4 qubits dado el espacio de estados N: M =0y M = 5.

En la siguiente simulacion, se tienen los siguientes parametros con una funcidn booleana algo
mas elaborada y la correspondiente salida:

e n=4->xe{01}N=2%=16
o f(x)=xp x3+ (x1 %, B xg-x1) > M =7 soluciones

With precision p = 5 and state space n

of solutions M ; obtain

of solutions 1; Times obtained:
Number of solutions M = 2; Times obtained:
Number of solutions ; Times obtained: °
Number of solutions ; Times obtained:

of 6;

er of s i0 ; Times obtainec

Mumber of v 10; Times obtained:
NMumber of solutions : Times obtained:
Number of solutions M = 16; Times obtained:

With precision p = 6 and state space n = 4:
Number of solutions M ; obtained: -
Number of solutions M ; Times obtained: °
Number of solutions I ; Times obtained:

solutions ; Times obtained:

olutio ; Times obtained:

olutio ; Times obtained:
Number of solutions M 0: Times obtained: 1,
Number of solutions 1 i obtained:
Number of solutions M = 14; Times obtained: :
Number of solutions M = 15; Times obtained:

With precision p = 7 and state space n = 4:
Number of solutions M = 4; Times obtained: :
of solutions M ; Times obtained:
of solutions ;
of solutio
of solutio ; y
Number of solutions M 13; Times obtained:

Figura 33. Salida de la ejecucion del Quantum Counting con N =16, M =7, p ={7,6,5}.

Con estos resultados, se puede decir que, para un factor de 7/16 soluciones, 5 qubits de
estimacidn no son suficientes para determinar el nimero de soluciones exactas para la funcion
objetivo anterior. En su lugar, con p = 5, se obtienen con una probabilidad alta un nimero de
soluciones de M = 6 y M = 8, exactamente los dos valores entre los que se encuentra el M
correcto.

Al realizar la simulacion del programa con p = 6, se aprecia una probabilidad de 72/100 de
obtener la solucién correcta, mientras que con p = 7, dicha probabilidad aumenta hasta
85/100. La mayor parte de la probabilidad restante se encuentra concentrada en los valores
contiguos a la solucién correcta, tal y como se puede ver en la figura.

72



Simulacion del algoritmo con Qiskit

Para la ejecucion del algoritmo de Quantum Counting cldsico con giskit en Python, IBM ofrece
el cédigo de dicho algoritmo directamente programado en [55], por lo que se utilizard dicho
programa ya que, tras analizar el cddigo, el procedimiento es exactamente el mismo que el
programado en Q#.

La funcién oraculo de prueba que viene codificada en el algoritmo de giskit se caracteriza por
ser una funcién con 5 de 16 soluciones. Los qubits de precisidon utilizados para la estimacion
del dngulo 6 de Grover son 4, es decir, la transformada cuantica de Fourier se aplica a 4 qubits
para obtener dicho angulo.

Al ejecutar el programa cudntico en el simulador de Qasm, el resultado obtenido concuerda
con el nimero de soluciones correcto y es el siguiente, con su respectivo error:

Theta = 1.96350
No. of Solutions = 4.9
Error < 2.85

Sin embargo, al ejecutar el mismo algoritmo con 3 qubits de precisidn en lugar de 4, la
estimacidon del nimero de soluciones no es correcta dado que con 3 cifras decimales binarias
no es posible estimar el 8 correspondiente a 5/16 soluciones, obteniendo los siguientes
resultados con un error elevado en la estimacidn:

Theta =4.71239
No. of Solutions = 8.0
Error < 6.00

Por lo que se puede ver, el nimero de qubits de estimacién es muy dependiente de la
proporcién de soluciones existente en el espacio de estados de la funcién objetivo.

En el caso de que los computadores cudnticos reales dispusieran de una gran cantidad de
qubits y de que el error de estos fuese infimo, se podria disponer de un nimero suficiente de
qubits de precisién para abarcar cualquier funcién objetivo independientemente de la
proporcién de soluciones de esta.

Cuando se trata de simuladores cuanticos, se puede establecer una cantidad de qubits de
precisién suficientemente grande como para obtener el parametro buscado con una buena
estimacion. No obstante, hoy en dia no es posible proceder de esta manera en una maquina
cuantica, por lo que se ha de ajustar al maximo el uso de qubits de estimacidn y eso genera
incertidumbre debido a que el problema a resolver es justamente la obtencién de dicha
proporcién de soluciones de la funcidon objetivo.

Ejecucion en el computador cuantico de IBM

En esta seccidn, se explican los resultados de la ejecucion del algoritmo Quantum Counting
clasico proporcionado por IBM, en la referencia mencionada en la seccidn anterior en la que se
simulaba dicho algoritmo.
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A raiz de lo discutido en el apartado anterior, al intentar ejecutar el algoritmo con 4,3y 2
qubits de estimacion en la maquina cuantica IBMQ Melbourne de 16 qubits, el programa
devuelve un error de exceso de profundidad del circuito cuantico:

‘Job has failed: Circuit runtime is greater than the device repetition rate. Error code: 8020.”

Lo cual quiere decir que el tiempo de ejecucién del circuito Quantum Counting clasico con 4, 3
e incluso 2 qubits de precisidon excede el tiempo de decoherencia de la mdquina cudntica, a
pesar de haber reducido los qubits de estimacién al maximo.

Esto supone que el algoritmo clasico de la cuenta cuantica de soluciones no es viable para los
ordenadores cudnticos de la actualidad.

Por esta razdn, surge la motivacidon de desarrollar un algoritmo de Quantum Counting
simplificado con la intencién de reducir el nimero de puertas controladas del circuitoy la
profundidad de este, tratando de obviar el uso del Quantum Phase Estimation para estimar el
numero de soluciones de una determinada funcién objetivo.

En la seccidn siguiente, se estudia otro método que cumpla los requisitos mencionados para
simplificar el algoritmo y permitir su ejecucidon de una forma mas eficiente y sencilla.

74



7. Simpler Quantum Counting

A pesar de que el Quantum Counting clasico explicado en el apartado anterior reduzca la
complejidad computacional frente a algoritmos clasicos que abordan el mismo problema, no
se puede implementar actualmente para espacios de estados muy grandes dado que no es
posible mantener la coherencia cudntica en las maquinas cuanticas NISQ de hoy en dia el
tiempo suficiente como para realizar el algoritmo de Quantum Phase Estimation (QPE).

Esto se debe a que el algoritmo de QPE requiere un niumero elevado de operadores de Grover
controlados aplicados secuencialmente, lo cual aumenta exponencialmente la profundidad del
circuito cuantico segun se anaden qubits de estimacidn o precision, ademds de tener que
aplicar posteriormente la transformada cuantica de Fourier. La consecuencia de esto es que, al
utilizar una gran cantidad de puertas cuanticas controladas y aumentar la profundidad del
circuito que implementa el algoritmo, las tasas de error en los qubits incrementan
considerablemente dando lugar a medidas falseadas con una probabilidad muy alta, como se
ha observado y discutido en apartados anteriores.

En su lugar, existen otros algoritmos que no utilizan la estimacion de fase cldsica para hallar la
solucion al problema y, en general, se tratan de métodos estadisticos de estimacién de
amplitudes. La clave de estos algoritmos es que utilizan un menor nimero de operadores
controlados por qubits y la profundidad del circuito resultante se ve reducida a grandes rasgos,
lo cual es el principal problema para los computadores NISQ.

La inspiracién para el desarrollo del algoritmo de Simpler Quantum Counting son de fuentes en
las que se expone un método de estimacién de amplitudes que no utiliza la estimacién de fase
cuantica basada en la QFT. Las principales fuentes de informacién para la implementacion del
algoritmo simplificado son [56, 571].

El desarrollo y la implementacién del Simpler Quantum Counting que se expone en este
apartado se trata de un algoritmo cuantico donde los resultados obtenidos tras realizar la
computacion cudntica tienen un tratamiento cldsico posterior que manipula dichos resultados
transformandolos en la solucidn al problema abordado: contabilizar el nimero de soluciones
de una funcién booleana.

Como se dijo con antelacion, el algoritmo de Grover es un proceso de amplificacién de
amplitudes acorde a una funcién objetivo codificada como un operador cuantico. Gracias a
este proceso, es posible amplificar la amplitud de probabilidad de los estados solucién de una
funcién y, por tanto, contar el nimero de soluciones existentes en esta para resolver el
problema del Quantum Counting.

En el algoritmo de Quantum Counting clasico, los operadores de Grover G se aplican de
manera controlada por los qubits de estimacidn, necesitando 2°* operadores G controlados
por el qubit de estimacién en la posicion p aplicados secuencialmente. Dicho operador se ha
definido anteriormente como:

G =H®" Uy, H®" Uy = Uy, Us

Para evadir la elevada cantidad de operadores controlados G que requiere la estimacion de la
fase tradicional, se propone otro proceso de estimacién de la fase 8 que, como se ha
demostrado anteriormente, es el pardmetro necesario para hallar el nimero de soluciones y
en el que se basa el algoritmo de Grover de amplificacién de amplitudes. Para recordar, dicho
parametro definia la ecuacidn siguiente con la que se encuentra el nimero de soluciones M:
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M = N - sin?(6)

En el apartado donde se describe el algoritmo de Grover, se detalla el proceso mediante el cual
las amplitudes de los estados solucién son amplificadas en cada iteracién de G. Teniendo la
funcion de onda |r), mostrada a continuacién, como superposicion uniforme de todo el
espacio de estados, las amplitudes resultantes de dicha funcién de onda tras aplicar k veces G
son:

M N-M
lp) = N lYcorrecro) + N lYincorrecro)

G* ) = sin ((2k + 1)6)[Ycorrecro) + cos(2k + 1)0)|Wincorrecro)

Como se puede observar, las amplitudes de los estados se ven modificadas en funcién de ky
de 6, donde el parametro que se desea estimar es este ultimo dado que k hace referencia al
numero de veces que se aplica el operador G, por lo que es un parametro conocido.

Esto permite estimar dicho pardmetro 8 variando el nimero de iteraciones (k) de Gy
muestreando de forma paralela las funciones de onda resultantes, una para cada k. El nUmero
de muestras o medidas que se realizan para cada k se denota como Nx.

El método consiste en construir un circuito cuantico de (n+1)-K qubits, es decir, replicar K veces
el espacio de estados n de la funcion objetivo (junto con el qubit bandera), y aplicar los
operadores G a cada uno de esos K circuitos modificando el parametro k. Al realizar esto, se
colapsan las funciones de onda y se comprueba si el estado colapsado forma parte del espacio
de soluciones. Si este proceso se repite Nk veces, se obtiene el nimero de veces que ha
colapsado un estado correcto en esas N repeticiones, con lo que se puede aproximar la
probabilidad de obtener cualquiera de los estados solucién. Dicha probabilidad esta

representada por la amplitud de los estados correctos vista en la funcidon de onda anterior:
sin ((2k + 1)6).

Por ejemplo, si el nimero de subcircuitos es K = 3 y la funcidn objetivo f(x) tiene como entrada
x €{0,1}", para cada uno de ellos se aplica el operador G un determinado niumero de veces con
su respectiva funciéon oraculo f(x). Sean las iteraciones de Grover k=1, 2 y 3, se tienen las tres
funciones de onda siguientes con las amplitudes amplificadas de los estados correctos:

k=1- G [y) = sin 30)|1Ycorrecro) + cos(30)|Wincorrecro)
k=2- G*|y) = sin (50)|¥correcro) + cos(50) [ YincorrecTo)
k=3- G*|y) = sin (70)Y¥correcro) + cos(70)|[YincorrecTo)

Ahora, al medir las tres funciones de onda se obtiene un estado correcto con una probabilidad
igual al cuadrado de la amplitud correspondiente a los estados correctos. Suponiendo que el
numero de repeticiones de este proceso es Ny, al acabar cada repeticidn se realiza una
medicidn y se comprueba si el estado colapsado forma parte del espacio de soluciones.

Al final de estas Ny muestras, se tiene que una cantidad de muestras medidas igual a Mk han
sido estados solucidn, con lo que se puede aproximar la probabilidad de obtener un estado
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correcto. Dicha probabilidad se corresponde con el cuadrado de la amplitud de los estados
correctos para un k concreto que, de manera formal, da lugar a la siguiente ecuacién,
semejante a la férmula para hallar el nimero de soluciones expuesta con antelacién:

My

N, sin?((2k + 1)8)

De esta ecuacion, se despeja el pardmetro 6:

Con todos los O calculados para cada k, se puede establecer un proceso estadistico que
permite obtener una estimacién de 8 mas precisa teniendo en cuenta el factor por el que se
multiplica en cada circuito K.

Para calcular cada 8, se ha de tener en cuenta que el algoritmo de Grover se caracteriza por
ser un proceso periéddico de modificacion de amplitudes, tal y como se puede deducir de las
funciones de onda. Esto es, la amplitud de los estados solucién se ve modificada en funcién de
sin ((2k + 1)0), la cual es una funcién periddica, por lo que 3k tal que (2k + 1)8 > ”/2 .

Por ello, es importante recalcar que, al utilizar el arco seno para hallar 6, esta funcién siempre
devuelve un angulo perteneciente al intervalo [-1/2, /2], es decir, al primer y tercer
cuadrante trigonométrico. Ademas, la raiz cuadrada a la que se aplica el arco seno se va a
considerar siempre positiva, por lo que el intervalo final queda reducido al primer cuadrante:
[0, /2].

Sin embargo, al aplicar k veces el operador de Grover, el dngulo 6 puede ser cualquiera en el
intervalo [0, 2mt) que define la circunferencia completa. Esto es crucial ya que, a causa del
factor de division 2k + 1 que se observa en la ecuacién anterior, el resultado del arco seno se
divide por dicho factory, por ello, se ha de conocer el angulo real en referencia a la
circunferencia completa y no solo al primer cuadrante. Alin mas all3, si los k a evaluar son lo
suficientemente grandes como para que el dngulo (2k + 1)6 supere una vuelta completa, el
intervalo [0, 2m) no basta para despejar correctamente el parametro 6.

En resumen, es necesario transformar el angulo obtenido con el arco seno, perteneciente al
intervalo [0, /2], en el dngulo correspondiente a la rotacidn total que suponen k iteraciones
de Grover, incluyendo el nimero de vueltas completas de dicha rotacion en caso de que las
hubiera.

Para esto, se parte de la suposicidon de que la proporcion de soluciones de la funcién objetivo
ha de cumplir que M/N < 1/4 con el objetivo de que una Unica aplicacion de G, es decir, para

k =1, dé como resultado un dngulo perteneciente a [0, /2], consiguiendo asi que no haya que
hacer una transformacion de dicho angulo al aplicar el arco seno para despejar el valor de 6
relativo al subcircuito k = 1.

Esto se demuestra de la siguiente manera: dado que, para k = 1, la amplitud relativa a los
. . s
estados correctos se corresponde con sin (36), es necesario que se cumpla 36 < S baraque

la rotacidn total pertenezca al intervalo [0, 1t/2] y no se tenga que recalcular el valor del angulo
. . . . T a1
real tras aplicar la funcidn del arco seno, lo cual implica que 8 < - por lo tanto, utilizando la
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ecuacién que despeja el nimero de soluciones M, se tiene la siguiente restriccién en la
proporcién de soluciones del espacio de estados:

\/% = sin(8)
[y < sin(g) = 17,

M/N =< 1/4

Después de esta suposicion, tras haber conseguido el primer valor aproximado de 6, el resto
de valores se pueden hallar haciendo uso de dicho 8 ya que este valor permite conocer, con
una buena aproximacidn, el nimero de vueltas y el cuadrante en el que cae cada uno de los
angulos restantes obtenidos por el arco seno segun el niUmero de iteraciones k, obteniendo,
finalmente, la rotacion total de cada uno de los K circuitos que, a su vez, ofrece el valor
estimado de O para cada uno de ellos.

Es de relevancia mencionar que, en el caso de que no se cumpla dicha restriccidn en la
proporcién de soluciones, también es posible determinar la rotacidn total del primer valor de 6
a partir del arco seno estableciendo que dicha rotacion cae en el segundo cuadrante pudiendo,
asi, utilizar dicho valor de 8 junto con k para estimar el resto de rotaciones. No obstante, esto
no suele ser usual ya que la restriccion anterior se cumple practicamente para cualquier
funcién objetivo que haga referencia a un problema real de contabilizacidn de soluciones.

A continuacion, se muestra el circuito cudntico referente al algoritmo del Simpler Quantum
Counting donde, como se ha dicho hasta ahora, k es el nimero de operadores de Grover G
aplicados secuencialmente, n+1 es el nimero de qubits necesarios para representar el espacio
de estados de la funcidn objetivo contabilizando el qubit bandera, y las puertas Hy Z son las
transformaciones correspondientes a la inicializacion del algoritmo de Grover.

— 1 n
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Figura 34. Circuito cudntico del Simpler Quantum Counting.
FUENTE: Disefio propio.
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Si bien se necesita una precision mas grande del primer valor de 6, en el caso de que la
proporcién de soluciones en el espacio de estados sea relativamente pequeiia, el nUmero de
operadores de Grover aplicados secuencialmente puede escalar de forma exponencial (2“) en
lugar de lineal (k), causando una mayor amplificacion de amplitudes de los estados solucion y
permitiendo una estimacién mas precisa.

Ademas, el circuito se puede optimizar tal que se pueda aprovechar al maximo el paralelismo
cuantico en cuanto a la aplicacidon de operadores G, lo cual se consigue replicando, por
ejemplo, el circuito de k =1 un nimero de veces proporcional al circuito de profundidad
maxima k = K. Con ello, se pueden obtener mds muestras de k = 1, en este ejemplo, y lograr
una mayor precision en la estimacion de 0 del circuito correspondiente a dicho k.

Teniendo todo lo anterior en cuenta, el algoritmo del Simpler Quantum Counting sigue el
siguiente proceso:

Dada una funcion objetivo f(x), codificada como un circuito cuantico dentro del operador de
Grover G (funcién oraculo), cuya entrada x € {0,1}" es una cadena binaria de longitud n, se
tiene que N = 2" es el niUmero total de estados de entrada de f(x) y M es la cantidad de dichos

estados que satisfacen f(x) = 1y, ademas, se cumple que M/N < 1/4.

Se establece un K referente al nimero de réplicas deseado del espacio de estados N, un Ni que
denota el nimero de muestras o mediciones de cada circuito replicado, un My para
contabilizar el nUmero de soluciones obtenidas de cada circuito en Ny muestras y una escala de
las iteraciones de Grover k a realizar en cada réplica, en este caso la escala es lineal (como se
aprecia en la figura anterior). Aqui, el nUmero de muestras N es igual para todos los
subcircuitos, por lo que se definira como L.

Entonces:

1. Para L repeticiones en cada subcircuito k:

e Inicializar el registro de n+1 qubits al estado |0
)n+1

)n+1

e Aplicar H®"'al registro |0 y Z al qubit bandera para conseguir el estado:

1, (10)— 1)
=72 (550

e Aplicar k veces el operador de Grover: Gk’lll))
e Medir G¥|y) excluyendo el qubit bandera, comprobar si el estado colapsado
es una de las soluciones y, en caso afirmativo, incrementar el contador M.

2. Con el subcircuito k = 1, hallar la primera estimacion de 6 con el resultado M;,
sabiendo que no es necesario rectificar el valor del arco seno:

arc sin < Ml/L

0, =
1 3

3. Calcular las rotaciones del resto de subcircuitos con sus respectivos k utilizando 06; para
rectificar el angulo obtenido por el arco seno:
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0r ~ (2k + 1)6; » Namero de vueltas y cuadrante de 6,

4. Hallar las estimaciones de los 0 restantes con sus correspondientes M rectificando el
angulo obtenido por la funcién arco seno tal que se calcule la rotacién completa:

RECTIFICAR <arc sin < /M"/ L] )

(2k + 1)

9k=

5. Aplicar un proceso estadistico a todos los Bx para obtener una mejor estimacion de ©.
En este caso, simplemente se utiliza la media aritmética:

K

0—1 EB

== K
k=1

6. Por ultimo, utilizar la ecuacidn siguiente para obtener el nUmero de soluciones M:

M = N - sin?(0)

Complejidad computacional y en memoria

En lo que respecta a la complejidad en tiempo de ejecucion, al igual que en el Quantum
Counting clasico, esta se mide mediante la notacién big O en funcidn de la profundidad del
circuito.

Como se observa en el circuito del Simpler Quantum Counting, la complejidad depende de la
profundidad del operador de Grover G y del nimero maximo de aplicaciones secuenciales K de
dicho operador.

Dado esto y segun el analisis realizado en el Quantum Counting cldsico, el operador de Grover
tiene la siguiente profundidad:

Depth(G) = n+ 2 + Depth(Uf)
Y, al aplicar un mdximo de K operadores G secuenciales en uno de los subcircuitos utilizados, la
profundidad del algoritmo SQC queda como:

Depth(SQC) = K - (n+ 2+ Depth(Uf)) € 0 (K(n+ Depth(Uf)))

En comparacidn con la complejidad del algoritmo cldsico que utiliza la QFT, esta se ve reducida
debido al factor K que se reemplaza por el factor 2 relativo al nUmero de qubits de estimacién
en el Quantum Counting clasico.

En cuanto a complejidad en memoria del Simpler Quantum Counting, como se ha demostrado
en la explicacidn del algoritmo, al multiplicar el espacio de estados de n+1 qubits, contando
con su qubit bandera, en K circuitos distintos para realizar la estimacidn, la complejidad en
memoria es la siguiente, correspondiente con la anchura del circuito:

Width(SQC) =K-(n+1) e O(K - n)

Dependiendo del valor que tome K, es decir, del nimero de subcircuitos de estimacion, el
algoritmo SQC tendra incluso un nimero menor de qubits que en la versidn clasica en el caso
de K <p.
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Simulacion del algoritmo en Q#

Seguidamente, se detallan una serie de pruebas del algoritmo con distintas funciones objetivo
y variando los pardmetros de N, M y k. Dichas pruebas se han realizado codificando en Q# el
programa correspondiente al proceso anterior.

Cabe decir que, aunque no se expongan todas las pruebas realizadas del algoritmo, este se ha
testeado con muchos otros parametros y funciones objetivo, obteniendo salidas
correspondientes a una buena estimacién del nimero de soluciones. En la mayoria de los
casos, esta estimacion coincide con el resultado exacto del nimero de soluciones al redondear
al nimero entero mas préximo.

La primera prueba, al igual que en la version clasica, se trata de una prueba conceptual con
una funcion objetivo sencilla. Sus caracteristicas son las siguientes:

e n=7 ->x€e{0,1};N =27 =128
o f(x)=x5 X4 X3°Xy X1 Xg—> M =2 soluciones
e Numero de muestras L =50, K =2 y nimero de iteraciones de Grover k=1y k = 2.

Estimated number of solutions: 1,95

Figura 35. Salida de la ejecucion del Simpler Quantum Counting con los My, la estimacion de & y el nimero estimado
de soluciones.

En la ejecucion anterior, se obtienen los Mirelativos a k =1y k = 2, es decir, a dos subcircuitos
distintos con k iteraciones de Grover. Siguiendo el proceso del algoritmo, al medir 7 de 50
veces un estado correcto con k =1y 16 de 50 veces con k = 2, se obtienen dos valores para la
estimacion de 8 que, al realizar la media entre ambos, resulta el nimero estimado de
soluciones 1,9594 equivalente a la respuesta correcta: 2 soluciones de 128.

A continuacion, respetando una de las pruebas llevada a cabo en el Quantum Counting cldsico,
se procede a realizar un testeo del algoritmo simplificado con los mismos parametros:

e n=4->xe{01}N=2%=16
o f(x)=xp x5+ (x1-x, B xg-x1) > M =7 soluciones
e Numero de muestras L = 10, 20, 100 y nimero de iteraciones k=1, k=2y k= 3.

Dado que estos parametros no cumplen la restriccién de M/N < 1/4, se ha modificado

levemente la funcién objetivo y se ha incrementado el espacio de estados n, quedando de la
siguiente manera:

e n=5->x€e{0,1}>N =2%=32
o f(x)=x4 (xg-x3+ (X1 %D x9-x1)) > M =7 soluciones

Al duplicar el espacio de estados, que equivale a anadir un qubit, y modificar la funcidon
objetivo tal que sea necesario que el valor de x; del qubit afadido valga 1, se mantiene el
numero de soluciones M habiendo incrementado el espacio de estados con el objetivo de

cumplir el requisito mencionado: M/N = 7/32 < 1/4.

For
For m
For m

Theta est: 0,48951975408919183; Estimated number of solutions: 7,074880389884189
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For m
For m
For m
7; Estimated number of solutions: 7,818048441407784

Fo
Theta e B 9 74190 ; Estimated number of solutions: 7,0

m

Figura 36. Salida del Simpler Quantum Counting para un nimero de muestras L = 100, 20, 10, con los My, las
estimaciones de 'y el resultado estimado de soluciones.

Como se aprecia en los resultados obtenidos de la ejecucidn, a pesar de haber variado el
numero de muestras reduciéndolas hasta 10 muestras por subcircuito, el nUmero estimado de
soluciones para la funcién f(x) que ofrece el algoritmo de Simpler Quantum Counting para cada
numero de muestras L se corresponde con una buena aproximacion al nimero de soluciones
existentes en el espacio de estados.

Enelcasode L =100y L =10, el redondeo de la estimacidn del nimero de soluciones al
nuamero entero mas proximo es el relativo al M correcto, es decir, 7. Mientras que, si se
redondea la estimacion obtenida para L = 20, se obtiene M = 8, lo cual se debe a que, en las
medidas realizadas en el subcircuito k =2 (m = 2 en la figura), los estados colapsados no se
corresponden con un estado solucién el nimero de veces referente a su amplitud de
probabilidad y, por ende, la estimacion de 8 para ese subcircuito dista algo mas del 6 real de la
funcién objetivo, aunque dicha estimacion sigue estando cerca del resultado correcto de M.

Simulacion del algoritmo con Qiskit
Al igual que en la subseccién anterior, se ejecutan pruebas del Simpler Quantum Counting
programado con Qiskit en Python utilizando el simulador de IBM de Qasm.

El hecho de ejecutar las pruebas del algoritmo en simuladores implica que los resultados que
se obtienen son los ideales, por lo que simular las mismas pruebas llevadas a cabo en la
simulacidn con Q# significa obtener practicamente los mismos resultados.

Con giskit, las funciones objetivo utilizadas para las pruebas son funciones simples con un
espacio de estados pequefio para poder comparar los resultados obtenidos en la simulacidn
con los resultados de la ejecucidn en la maquina cuantica de /IBM.

La primera prueba consta de un Unico subcircuito, es decir, solo se obtiene una Unica
estimacion de 8, y se construye con los siguientes parametros, los cuales cumplen la

restriccion de M/ =1/, <1/,:

e n=2-xe{OU5N=2"=4
o f(x)=2x;-x9—~ M =1soluciéon ='11'
e k=1yL=1024

La salida del programa al enviarlo al simulador de Qasm es:
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Figura 37. Salida de la simulacién del Quantum Counting con L = 1024, k = 1, donde M; = 1024.

En el resultado, se obtiene un 100% de las ocasiones el estado ‘11’, es decir, M; = 1024. Tras
realizar el tratamiento cldsico con este resultado utilizando las ecuaciones correspondientes al
algoritmo para obtener el nimero de soluciones, se tiene que el nimero de soluciones

obtenido es:
arc sin < My > arc sin < 1024/ )
N O 02e) my,

oY

M =N -sin*(0) =4- sinz(”/6) =4-0.5% = 1 solucién
Otra prueba de simulacion es la que se define con los parametros a continuacién:

e n=5->x€e{01}5N=2°=32
o f(x)=x % x9 > M =4soluciones =x€{??111}
e k=1yL=1024

Donde la salida de dicha prueba es:

Al sumar todas las veces que se ha obtenido una combinacidn correspondiente a un estado
soluciodn, tal y como dicta el algoritmo, se obtiene el M; que en este caso es 790. Entonces,
igual que antes, el nUmero de soluciones que determinaria el algoritmo es:

arc sin ( /790/1024>

3
M = N - sin?(0) = 32 - sin?(0'357460779) = 3’9177 soluciones ~ 4 soluciones

0= = 0'357460779

Por lo tanto, se puede concluir que el algoritmo es efectivo para pruebas sencillas en las que,
como se puede ver, no es necesario utilizar mds de una estimacion de 6. Con lo cual, si se trata
de ejecuciones con funciones objetivo con un espacio de estados grande y se utilizan mas
circuitos estimadores de 6, el algoritmo también ofrecera resultados con buena aproximacion
al nimero de soluciones real.
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Ejecucién en el computador cuantico de /1BM
En cuanto a la ejecucidn en las mdquinas cuanticas de IBM, se han utilizado principalmente dos
de dichas maquinas: IBMQ Melbourne, de 16 qubits, y IBMQ Santiago, de 5 qubits.

Como la tasa de errores de estas maquinas es bastante elevada, se ha tratado de reducir la
funcién a analizar, como se dijo con antelaciéon en la primera prueba de simulacion con giskit.

Utilizando exactamente los mismos pardmetros de dicho test, mostrados nuevamente a
continuacidn, los resultados proporcionados por sendos ordenadores cuanticos son:

e n=2->xe{01}};,N=22=4
e f(x)=x1 x9y—>M=1solucion ="'11'
e k=1yL=1024

Figura 38. Salidas de las ejecuciones en las mdquinas cudnticas de IBMQ Melbourne(arriba) e IBMQ Santiago(abajo).

Al contrastar los resultados obtenidos por los ordenadores cudnticos fisicos con los obtenidos
en simulacién en el apartado anterior, se puede ver que existe una gran cantidad de ruido a la
hora de colapsar el estado cudntico. El resultado de este mismo circuito en la simulacién ha
sido un 100% el estado ‘11’, mientras que, en la ejecucién en mdaquina real, se puede ver que
las tasas de error en los qubits son tales que, en IBMQ Melbourne, ni siquiera se obtiene
mayoritariamente el estado ‘11’ a diferencia de IBMQ Santiago, que es capaz de obtener el
estado correcto la mayoria de las iteraciones.

A pesar de que en la ejecucion del circuito en IBMQ Santiago tenga la mayoria (301 veces) de
colapsos del estado correcto, tampoco es util puesto que el algoritmo propuesto esta basado
en la probabilidad de colapso de estados correctos segun la funcién de onda resultante tras
aplicar ciertas iteraciones de Grover y, dado que dichas probabilidades de colapso se falsean
tanto en la maquina real, no es posible obtener una aproximacién del nimero de soluciones
para la funcidn objetivo.

Si se dispusiera de un ordenador cuantico con tasas de errores menores, el algoritmo Simpler
Quantum Counting se podria implementar obteniendo resultados mas coherentes y mejor
aproximados que resuelvan el problema. No obstante, utilizando un computador cuantico de
mas capacidad con ruido, se podria modificar el algoritmo incluyendo correccidn de errores y
obtener resultados viables, aunque el coste en qubits seria mayor, dependiendo del cédigo de
correccion de errores que se emplee, con un minimo del doble de qubits.
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Conclusiones

El algoritmo, como se puede ver, carece de puertas controladas mas alld de las que se utilizan
dentro del operador de Grover, lo cual es una ventaja muy importante a la hora de ejecutar el
algoritmo en una maquina cudntica real, como se ha explicado al inicio de la seccidn.

Adicionalmente, este algoritmo simplificado es muy versatil en cuanto a eficiencia a causa de
la capacidad de paralelismo que posee. Ademas de poder multiplicar el nimero de muestras
en cada subcircuito cudntico k en funcién de la profundidad del subcircuito k mas grande, es
posible llevar el paralelismo al punto de poder ejecutar el algoritmo con distintos k en distintas
madquinas cuanticas, juntando los resultados en el andlisis posterior para la estimacién de 6.

La precision de la estimacién de 8 para sacar el nimero existente de soluciones M depende del
numero de muestras N (L en la descripcion anterior) de cada subcircuito y del nimero de
subcircuitos K a los que se aplican distintas secuencias de operadores G, sin embargo, al
utilizar el algoritmo de Grover para la amplificacién de amplitudes, las probabilidades de
colapso de los estados solucién incrementan y, con un nimero de muestras no muy elevado,
es posible obtener una distribucidn de probabilidad adecuada para una buena estimacién de
amplitudes.

A pesar de conseguir estas ventajas, los ordenadores cuanticos utilizados para testear el
algoritmo todavia no son lo suficientemente efectivos como para poder obtener resultados
satisfactorios. Sin embargo, si se utilizara alguna mdquina cudntica con tasas de error lo
suficientemente pequefiias, el Simpler Quantum Counting seria perfectamente implementable
y eficaz en cuanto a una buena estimacién se refiere. Ademds, como se ha demostrado, dicho
algoritmo reduce considerablemente la profundidad de los circuitos cuanticos y de los
operadores controlados respecto del Quantum Counting cldsico.
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8. Aplicaciones practicas

Principalmente, la computacidn cudntica funciona eficientemente en problemas donde los
espacios de estados son grandes y se requiere de un nimero elevado de comprobaciones para
resolver el problema.

Este tipo de problemas estan normalmente asociados a problemas NP o Non-deterministic
Polynomial time [58], los cuales son problemas de decisidon donde es posible comprobar si una
decisién especifica es correcta en tiempo polindmico, no obstante, a dia de hoy no se conoce
ningun algoritmo de orden de complejidad polinomial que permita resolver este tipo de
problemas. Esto es un problema abierto de gran importancia en matematicas ya que si P = NP
existiria un algoritmo que podria resolver el problema en tiempo polinomial.

Como ejemplo, tomado de [59], un problema NP seria el SAT, que hace referencia al problema
de satisfacer una funcién booleana pues para una entrada x € {0,1}" de f(x) se requiere
comprobar 2" combinaciones, mientras que, dada una entrada concreta de dicho conjunto, es
posible corroborar en tiempo O(n) si dicha entrada es o no una combinacién que satisface f(x),
es decir, que cumple f(x) = 1. En especifico, SAT es un problema NP-Completo.

Los problemas NP-Completos se definen como aquellos problemas de decisién en los que, si un
problema A € NP es reducible a B polinomialmente y B se puede resolver eficientemente,
entonces B se puede utilizar para resolver A de forma eficiente. Dicho de otro modo, si es
posible resolver B eficientemente entonces cualquier A reducible de forma polinomial a B
automaticamente se puede resolver de manera eficiente. Esto implica que este tipo de
problemas son los mas complejos de resolver en NP.

Un ejemplo de problema NP-Completo, también en [59], seria A: detectar ciclos hamiltonianos
dado un grafo Gy B: problema del viajante (detectar un ciclo hamiltoniano en G con el minimo
coste). Aqui, es posible reducir A a B polinomialmente estableciendo que los costes de las
aristas son O si existe arista entre dos vértices y 1 si no existe arista, con lo que A se resuelve si
el coste total es 0, es decir, existe un ciclo hamiltoniano cuando se tiene un coste nulo en el
problema del viajante (TSP).

El algoritmo de Grover permite resolver algunos tipos de problemas de naturaleza NP-
Complete mediante comprobaciones en espacios de posibles soluciones que, dada su ventaja
cuadratica en complejidad computacional, supone una mejora notable en cuanto a posibles
algoritmos clasicos.

Por otro lado, en un nivel mayor de complejidad, se encuentran los problemas NP-Hard en los
gue se cumple que, para todo problema perteneciente al conjunto NP, si dichos problemas se
pueden reducir a polinomialmente a otro problema, este problema serd, como minimo, igual
de dificil que los problemas del conjunto NP, pero no pertenece necesariamente a dicho
conjunto.

Los problemas de satisfactibilidad booleana SAT son problemas NP de tipo hard puesto que es
un problema NP-Completo y automaticamente es un problema NP-hard, mientras que, el
problema del viajante (TSP) es un problema NP-hard pero no pertenece al conjunto NP ya que
no se trata de un problema de decision.
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El esquema de los problemas NP segun el tipo y su orden de complejidad se puede observar en
el esquema siguiente, llamado diagrama de Euler.

NP-Hard
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Figura 39. Diagrama de Euler: Familias de problemas en orden de complejidad ascendente.
FUENTE: https.//es.wikipedia.org/wiki/NP-hard

En los ejemplos de ejecucién del Quantum Counting, se aborda de cierto modo un problema
SAT dado que la funcién objetivo es una funcidn booleana de la cual se busca el nimero de
soluciones distintas existentes o, en otras palabras, se busca el nUmero de combinaciones que
satisfacen dicha funcién booleana. Sin embargo, como se trata de buscar el nimero de
combinaciones que satisfacen una funcidn booleana, realmente el problema abordado es #SAT
correspondiente a un problema tipo #P-complete.

Los problemas #P-complete, como se dice en [60], son problemas que cumplen dos
caracteristicas: i) el problema esta en #P cuando se trata una cuenta de los caminos de una
maquina de Turing no determinista de tiempo polinomial, ii) el problema esta en #P-hard
cuando se puede realizar una reduccidn de Turing en cualquier problema #P, lo cual se trata de
un algoritmo en el que se hacen una cantidad polinomial de llamadas a una subrutina para el
problema dado y fuera de dichas Ilamadas usa tiempo polinomial.

Este tipo de problemas tienen su propia clase de complejidad en teoria de complejidad
computacional y también se clasifican como problemas de decision.

Algunos de los problemas concretos de tipo #P-complete son [61]: el problema ya mencionado
de contar combinaciones que satisfagan una formula booleana (#SAT), cudntas formas existen
de colorear un grafo G con k colores o el problema de contar los perfect matchings existentes

en un grafo bipartito, que se traduce en establecer un conjunto de aristas adyacentes de todos

los vértices existentes en el grafo.

Un problema #P-complete es el lamado equilibro de Nash o equilibro del miedo [62] que, en
teoria de juegos, es un concepto de solucion para juegos multijugador en los cuales se asume
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gue cada jugador conoce y desempefia la mejor estrategia conociendo, ademas, las estrategias
de los demas. En este ambito, un equilibrio de Nash implica que cada uno de los jugadores
seguird su estrategia de minimizacién de pérdidas conociendo que el resto hara exactamente
lo mismo y no tiene ninguin beneficio cambiar dicha estrategia en el caso de competiciéon, no
obstante, es posible obtener, si todos cooperaran, beneficios mas altos para cada uno de los
participantes.

En el campo de la economia, el equilibrio de Nash es un tipo de competencia imperfecta entre
empresas que compiten en el mercado por un mismo bien y pueden elegir la cantidad del bien
a producir para maximizar las ganancias.

El Quantum Counting se puede aplicar al equilibro de Nash por su poder de resolucién de
problemas #P-Complete, ayudando a economistas que buscan equilibrios en teoria de juegos.

Otra aplicacidn principal del Quantum Counting es la relativa al calculo del nimero de
iteraciones de Grover para el problema de la busqueda no estructurada en un espacio de
estados.

Tal y como se ha descrito en la seccion del algoritmo de Grover, al utilizar este algoritmo
cuantico para resolver el problema de la busqueda en un espacio de estados, el proceso
requiere conocer la proporcién de soluciones existentes para maximizar la amplitud de los
estados correctos y, de la misma manera, minimizar la probabilidad de medir un estado
incorrecto.

Dicha proporcién indica el nimero de veces k que se ha de aplicar el operador de Grover G
para aumentar al maximo las amplitudes de probabilidad de los estados correctos acorde a la

ecuacion siguiente:
s
—|Z |IN
=[5 ]

Por lo tanto, si se obtiene el nUmero de soluciones M mediante el algoritmo de Quantum
Counting entonces se podra determinar el niUmero de iteraciones de Grover necesarias para
completar la tarea de la busqueda de soluciones en espacios de estados de forma directa y
correcta, causando que el colapso de la funcién de onda tras el algoritmo de Grover maximice
las probabilidades de obtener uno de los estados correctos existentes en el espacio de
estados.

Una de las aplicaciones mds relevantes que podria tener el Quantum Counting, como se
demuestra en [57], seria la estimacion de amplitudes de un determinado estado cudntico,
dado que con este algoritmo se halla una estimacion del parametro 6 referente a las
amplitudes de la funcidn de onda introducida en el apartado del algoritmo de Grover:

|l/)) = N |1/JCORRECTO) + T h/JINCORRECTO)

La cual se puede representar de la siguiente manera, teniendo en cuenta que los estados
correctos son aquellos que cumplen f(x) = 1 y los incorrectos tienen como salida f(x) = 0:

[W)f () = Va lWcorrecro)| 1) + V1 — a [Wincorrecro)0)
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Por lo tanto, al estimar el nimero de soluciones M existente en el espacio de estados N, en el
fondo se estd estimando la amplitud a de la funcidn de onda anterior.

Esto ofrece la posibilidad de adaptar el Simpler Quantum Counting para la creacidon de un
algoritmo de estimacién de amplitudes cudnticas: Quantum Amplitude Estimation, un
algoritmo de gran relevancia en la actualidad dadas las limitaciones que tiene utilizar el
Quantum Phase Estimation.

Algunas de las utilidades del Quantum Amplitude Estimation es el testeo de hardware
cuantico, es decir, para comprobar que los estados cudnticos fisicos se producen de forma
correcta, con sus respectivas amplitudes tedricas, en maquinas cuanticas reales. También tiene
aplicaciones en criptografia cudntica en lo que a distribucidn de claves cuanticas seguras
independientes del dispositivo se refiere.

Cabe mencionar que el algoritmo de Quantum Amplitude Estimation procede a descifrar las
amplitudes de los estados cudnticos contenidos en una funcién de onda. Esto es importante ya
que, a nivel clasico, cuando se procede al colapso de una funcién de onda, Unicamente se
obtiene un estado de todos los codificados en el estado cudntico. Utilizar el algoritmo de
estimacidn de amplitudes implica recoger informacidn del estado cudntico, es decir, de todas
las posibles combinaciones a las que se aplica una determinada transformacién o funcién.
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9. Lineas futuras

En el campo de la computacidn cudntica, al ser una tecnologia emergente en la actualidad
dados los avances realizados y por realizar en las arquitecturas de computadores cuanticos,
existen una gran cantidad de aplicaciones reales costosas en tiempo computacional cuando de
informatica clasica se trata, donde los circuitos cudnticos entran en juego relajando dicha
complejidad computacional y permiten obtener resultados para problemas complejos en
tiempos asequibles.

Segun todo lo expuesto en las secciones del Quantum Counting y de las aplicaciones précticas,
hay mucha diversidad de trabajos futuros con utilidad en el mundo real o, incluso, en lo que
respecta a la mejora de algoritmos y arquitecturas cuanticas.

La principal aplicacidn, mencionada en las conclusiones del Simpler Quantum Counting, se basa
en adaptar dicho algoritmo desarrollado para obtener un algoritmo de Quantum Amplitude
Estimation, cuya importancia se fundamenta por su necesidad en otros programas cuanticos.

Como se demostrd con antelacion, un algoritmo de estimacidon de amplitudes cuanticas es un
algoritmo primordial para casi cualquier programa cuantico dado que su propdsito es obtener,
de manera aproximada, las amplitudes asociadas a los estados cuanticos de una funcién de
onda.

Esto es de gran relevancia debido a que muchos algoritmos cudnticos requieren de una rutina
final en la que se han de descodificar las amplitudes del estado cudntico resultante tras una
serie de transformaciones, relativas al programa cudntico en cuestién, con la intencion de
obtener los resultados que dictan, en general, cdmo se ha modificado el estado cudntico y
porqué.

Conociendo las amplitudes, los pardmetros iniciales utilizados y ciertas propiedades de la
funcién de onda final, se puede abstraer la solucion del problema programado mediante un
procesamiento posterior de esta informacién, de forma similar al algoritmo Simpler Quantum
Counting.

Por ello, una linea futura sustancial de este trabajo es habilitar una adaptacién del Simpler
Quantum Counting a un algoritmo de Quantum Amplitude Estimation, superando el algoritmo
de Quantum Phase Estimation en recursos necesarios, tiempo de ejecucion y tasas de error.

Otro trabajo futuro puede ser el estudio de las maquinas cudnticas fisicas actuales para
modelar un nuevo Simpler Quantum Counting capaz de ejecutarse en dichas maquinas
obteniendo resultados mas precisos, siendo este tolerante al ruido y a la decoherencia
cuantica de algin modo.

Esto es necesario si se desea que el algoritmo sea eficaz en las maquinas cuanticas publicas de
la actualidad, dado el contraste entre los resultados de las ejecuciones del Simpler Quantum
Counting en las maquinas fisicas de IBM y los resultados de las simulaciones del mismo.

De cualquier manera, si los ordenadores cuanticos mejoran sus tasas de error, esto no seria
necesario puesto que, como muestran los resultados en simulacién, el algoritmo devuelve con
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buena precisién el nimero de combinaciones que satisfacen la funcién objetivo sin necesidad
de aumentar significativamente el nimero de muestras de cada subcircuito.

Adicionalmente, es posible construir funciones oraculo mucho mas complejas, pasando de
funciones de légica booleana, como las implementadas en las pruebas del SQC, a funciones
aritméticas.

Por la similitud que tienen los circuitos cuanticos con los circuitos electrénicos con los que se
construyen las unidades aritmético-légicas (ALU), se puede proceder a construir un circuito
cuantico haciendo uso de la légica con la que se construyen sumadores, multiplicadores,
etcétera.

De esta manera, se puede construir un circuito cudntico cuya funcidn oraculo sea una
transformacion que equivalga a la aplicacién de una funcién o ecuacidn, con una o varias
variables, y que se evallien paralelamente todas las combinaciones posibles mediante la
propiedad de la superposicién, obteniendo como resultado el valor de la variable o variables
gue satisfacen dicha ecuacién.

Comunmente, las funciones aritméticas se componen de operaciones entre nimeros reales,
incluyendo las variables que contienen. Hasta ahora, a lo largo de todo este proyecto, se ha
trabajado Unicamente con nimeros enteros, no obstante, es perfectamente posible
representar nimeros reales en registros cudnticos con una determinada precision,
analogamente a los tipos de datos float y double referentes a la computacion clasica.

Por ejemplo, si se tiene un registro de 16 qubits, se pueden reservar 8 qubits para la parte real
de la variable y otros 8 para la parte fraccionaria, pudiendo representar nUmeros reales
discretos en el intervalo [0, 28) = [0, 256) donde la precisién es de 28, llegando a representar
26 = 65536 cifras distintas que se evaluaran de forma paralela, debido a la superposicién de
estas 2%® combinaciones, en el circuito cudntico relativo a la funcién oraculo. El intervalo,
ademas, se puede modificar afiadiendo constantes a la funcién en cuestion para mover el
intervalo al rango que se desee.

En el caso de que se quieran utilizar mas variables para evaluar una ecuacién multivariable, se
necesitan tantos registros cuanticos como variables. Cuando esto sea posible en un ordenador
cuantico y las tasas de error sean controlables, los algoritmos cuanticos seran capaces de
evaluar todas las combinaciones de valores que puedan tomar las distintas variables en una
ecuacion que modela un problema y dar la solucién buscada en tiempos de cOmputo menores,
aprovechando el paralelismo cudntico.

Concretando, esta representacion de nimeros reales y la construccién de circuitos cuanticos
aritméticos da lugar a multiples aplicaciones futuras como la del desarrollo de un algoritmo de
Quantum Hyperparameter Estimation referente a la estimacidn de hiperparametros en
machine learning, similar a la que se estudia en [63], donde se expone una libreria de Pyhton
de estimacién de hiperparametros para modelos de inteligencia artificial.

Este algoritmo se fundamenta en la minimizacidn de una funcion de pérdida o loss function
relacionada con el modelo de aprendizaje automatico a entrenar, equivalente a una funcion
multivariable, teniendo en cuenta multiples parametros iniciales como la tasa de aprendizaje
(learning rate), nimero de neuronas por capa, numero de capas de la red neuronal, factor
gamma, entre otras.
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Mediante el algoritmo de Grover, es posible encontrar el valor de dichos pardmetros que
minimizan la funcién de pérdida del modelo, codificando dicha funcién en la transformacién
unitaria relativa al operador Uf del operador de Grover.

Utilizando el SQC para obtener el nimero de soluciones que satisfacen la minimizacién de la
funciéon de pérdida, se puede hallar el nUmero de iteraciones de Grover que se han de aplicar
en el circuito cuantico para maximizar la probabilidad de obtener los valores de los
hiperparametros que satisfacen la funcién oraculo correspondiente a la loss function, la cual se
puede programar como una inecuacién mediante un circuito comparador (GEL).

O bien, otra forma de abordar la estimacién de hiperpardmetros seria emplear directamente el
Quantum Counting para calcular el nimero de combinaciones que satisfacen la minimizacién
de la funcidén de pérdida, lo cual queda pendiente de estudio.

Por ultimo, algunos trabajos futuros interesantes en el campo de la computacidn cuantica que
no se han tratado en este proyecto son los relacionados con Quantum Machine Learning o
aprendizaje automatico cuantico donde el paradigma de inteligencia artificial para el
aprendizaje es distinto al que se utiliza en informatica clasica y, seglin muchos articulos como
[64] o [65], es un area prometedora donde la computacidn cudntica puede suponer muchos
avances innovadores en redes neuronales cuanticas o redes de convolucion, entre otras
técnicas.
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