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Computadoras Cuanticas

César Miquel

Tésis de Doctorado
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, UBA

Resumen

En esta tesis se estudian tres aspectos importantes de
la computacién cudntica. En una primera parte se examina
la estabilidad de las computadoras cuénticas frente al ruido.
Esta es una rama de vital importancia para la computacion
cuantica ya que su éxito o fracaso depende de nuestro conoci-
miento del efecto del ruido sobre la computadora y de nuestra
habilidad e ingenio para superar sus efectos desvastadores.
Aqui estudiamos el efecto de errores en algoritmos cuanticos
y mostramos qué estrategias podemos usar para combatirlos.
Presentamos resultados numéricos que permiten predecir el
impacto de errores unitarios en computacién cuantica. Para
combatirlos discutimos las distintas alternativas, presenta-
mos varios codigos de correccién de errores, y analizamos el
proceso de correccion continua de errores. En segundo lugar
se examina y presenta un método novedoso que permite
representar el estado de una cmoputadora en el espacio de
fases. Este método no solamente permite visualizar el estado
de una computadora cudntica aislada sino que se adapta muy
bien al caso en que esta evolucione de manera ruidosa. Por
otra parte, esta representacion permite comprender mejor
la naturaleza de ciertos algoritmos cuanticos. En tercer,
y iltimo lugar presentamos una revisién de las técnicas
experimentales que permiten realiazr computacién cudntica
en espectrometros de RMN. Como resultado original en este
campo, presentamos un método (y los primeros resultados
experimentales) para medir la funcién de Wigner.

palabras claves: Computadoras cudnticas, cédigos de correccién
de errores, decoherencia, resonancia magnética en liquidos, distri-
buciones en espacio de fase.



Quantum

César Miquel

PhD. Thesis

Computers

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, UBA

Abstract

In this thesis we investigate three important issues in
quantum computation. In the first part we examine the sta-
bility of a quantum computer when subjected to noise. Our
ability to create a working quantum information processor
depends on our understanding of these effects. In this con-
text we numerically study unitary errors in Shors factoring
algorithm and characterize its impact. To overcome them we
present several quantum error correcting codes and analyze
the process of continuous error correction. In the second
part we study and present a novel method to represent the
state of a quantum computer in phase space. This method
not only allows us to have a pictoric representation of the
state of an isolated computer but also adapts well when
describing its evolution in a noisy environment. In addition
it gives us new insight on how certain algorithms work.
In the last part we present a revision of the experimental
techniques that allow us to perform quantum computation
on NMR spectrometers. As an original result in this area we
present a new method (and the first experimental results)
to measure the Wigner distribution of a finite dimensional
system.

keywords: Quantum computers, quantum information proces-
sing, quantum error correction, decoherence, nuclear megnetic re-
sonance in liquids, phase space distributions.
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1. Introduccion

1.1. Computacion y fisica

A fines del ano 1999 la sociedad estaba conmocionada con el llamado “pro-
blema del afio 2000”. Se especulaba que al acabarse el siglo muchos programas
que almacenaban los 1ltimos dos digitos del ano comenzarian a hacer calculos
erroneos y los sistemas de todo el mundo terminarian colapsando. Por suerte
el ano nuevo pasé sin mayores problemas pero algunos investigadores sostienen
que el problema del ano 2000 no es nada comparado con el que tendremos den-
tro de 30-40 anos. Si observamos el avance de la industria electronica vemos
que la densidad de transistores en un procesador se duplica cada aproximada-
mente 18 meses. Esta tendencia, conocida como ley de Moore, nos dice que,
de sostenerse, dentro de unos anos el tamafio de los transistores llegara a ser
el de un atomo. En ése punto debera haber un cambio radical para poder
avanzar en la velocidad de procesamiento de las computadoras. Claramente
para ese entonces tendremos que entender y aprender a utilizar en otra escala
los efectos cuanticos en los transistores. Pero quizas el cambio de paradigma
necesario para que la industria informatica siga avanzando en velocidad llegue
de la computacién cudntica. Esta tesis trata de estas nuevas computadoras
que recientemente mostraron que son capaces de resolver ciertos problemas en
forma exponencialmente mas veloz que sus parientes clésicas.

Si bien la teoria de la computacién es una disciplina caracterizada por un
alto grado de abstraccién en algin punto debemos reconocer que, para que la
teoria tenga alguna aplicacién, debemos ser capaces de construir una compu-
tadora con elementos del mundo real. En otras palabras, las computadoras son
sistemas fisicos que almacenan y procesan informacién regidas por las mismas
leyes que rigen el comportamiento de la naturaleza. Dichas leyes (las leyes de
la fisica) limitan la capacidad de dichas computadoras. Partiendo de reconocer
que “la informacion y su procesamiento” son procesos fisicos, desde la década
del 70 algunos fisicos empezaron a estudiar cuales eran las limitaciones fun-
damentales impuestas por las leyes de la fisica a la computacién. Una primer
pregunta que surgio en este contexto es si es necesario consumir energia para
calcular o si, por el contrario, esto puede hacerse ‘gratis’. Landauer, Bennett,
Fredkin [Bennet73, Fredkin82, Landauer82] y otros estudiaron esta pregunta
y concluyeron que es posible computar reversiblemente (sin disipar energia)
siempre y cuando el calculo que se haga sea logicamente reversible (o sea, que
la salida permita recuperar la entrada). La existencia de una conexién di-
recta entre reversibilidad légica y reversibilidad fisica (termodinamica) es un
resultado importante (obtenido por Landauer y desarrollado por Bennett) que
abrié una nueva rama de la fisica: la fisica de la informacion.

Toda computadora puede ser disefiada a partir de ciertas componentes
elementales (llamadas compuertas). Una ingeniosa implementacién de una



compuerta légica reversible que funciona sin pérdida de energia fue propuesta
por Fredkin. Su modelo utiliza como portadores de la informacion discos que
interactian mediante choques perfectamente elasticos. Para que esta com-
putadora (que es en realidad un complicado billar) funcione, los choques de-
ben ser perfectamente elasticos y las velocidades iniciales deben ser conocidas
con precision arbitrariamente grande. Los trabajos de Bennett y Landauer
muestran que la disipacién de energia (o el aumento de entropia) puede ser
evitado durante la computacidon pero estd inevitablemente asociado al borra-
do de la informacion. La llamada “conjetura de Landauer” establece que por
cada bit borrado se produce inevitablemente un aumento de entropia que es
AS = klog2. En consecuencia, la irreversibilidad fisica sélo sera posible si se
cuenta con una cantidad infinita de espacio para almacenar informacion sin
borrarla.

Entrada Salida
1 O 0
0 O 1 A A and B
1 O e 1 Aand B
cl) G° G° ; A and B
1 G—o 0
a. b.

Figura 1.1: Computadora de billar de Fredkin. (a) Los bits son representados por la
presencia (1) o ausencia (0) de los discos a tiempos determinados ¢;. (b) Las operaciones
Iégicas se producen al colisionar los discos. En el ejemplo vemos como es posible implementar
un AND y negaciones (denotadas por una barra sobre la letra de entrada, i.e., A)

1.2. Computacién cuantica

Pero ademas de estudiar las limitaciones que sus leyes imponen sobre la
computacion, la fisica ha sugerido recientemente nuevos caminos para esta
disciplina. En efecto, para un fisico es interesante notar que la definicién abs-
tracta de computadora (basada en lo que se conoce como méaquina de Turing
[Turing37]) implicitamente supone que la misma es un sistema clésico (o sea,
su estado y evolucién estan regidos por leyes “cldsicas”, i.e. no cudnticas).
Siempre se supone que la computadora evoluciona pasando por una secuencia
de estados computacionales bien definidos. Sin embargo la fisica ha descu-
bierto que una descripcion completa de la naturaleza requiere el abandono de
los conceptos clasicos basados en nuestro sentido comun, por ejemplo el de
trayectoria. Las leyes de la mecanica cuantica nos permiten imaginar sistemas



(computadoras) cuya dindmica y sus posibles estados sean cuédnticos.

Richard Feynman fue uno de los primeros en analizar este tipo de “compu-
tadoras cuédnticas” [Feynman82] preguntandose si las mismas no seran impres-
cindibles para simular eficientemente a la naturaleza en escalas microscépicas.
Su argumento es el siguiente: supongamos que existe una correspondencia uno
a uno entre los estados de una computadora y un sistema fisico. Decimos que
la computadora simula al sistema si podemos hacer que recorra sus estados en
el mismo orden en que lo haria el sistema. ;Que sistemas seremos capaces de
simular entonces con una computadora clasica? Para contestar ésta pregunta
Feynman define primero cudando un sistema es simulable: cuando el tiempo (y
el espacio) que requiere nuestra computadora no crece exponencialmente con
el tamano del sistema. Todos los problemas de la mecanica clasica son, en
este sentido, simulables. Sin embargo, para simular problemas de mecdnica
cudntica en una computadora cldsica se requiere un tiempo que es exponencial
en el tamano del sistema a simular. Un ejemplo sencillo es la simulacién de
un sistema de N espines. La dimension del espacio de estados del sistema es
exponencial en N (2V). Para almacenar la informacién necesaria para recons-
truir el estado del sistema se necesita una cantidad exponencialmente grande
de memoria por lo que calcular su evolucién también requiere un tiempo ex-
ponencial. En consecuencia esto sugiere que sélo usando una computadora
que evoluciona segin las leyes de la mecdnica cudntica seria posible simular la
evolucion del estado cudntico de un sistema sin necesidad de usar un tiempo
exponencial en el nimero particulas.

A partir de los trabajos de Feynman muchos investigadores comenzaron a
estudiar las posibles implicancias de la existencia de computadoras cuanticas.
En rigor, toda la teoria de la computacion deberia ajustarse a esta idea, un
proceso que se ha desarrollado en sucesivos pasos y que ain no ha concluido.
Un pionero en el campo, David Deutch, introdujo en sucesivos trabajos, la
nocién de maquina de Turing ciantica [Deutch85] y definié y estudié las com-
puertas logicas que serian necesarias para construir computadoras cuanticas
universales [Deutch88]. Asi, dio los ingredientes elementales para poder es-
cribir cualquier “programa” cuantico. Durante muchos anos no estuvo claro
si las computadoras cudnticas eran mas poderosas, desde el punto de vista
de la complejidad algoritmica, que las computadoras cldsicas. David Deutch
presenté una seria de problemas de limitada utilidad, que son resueltos mas
eficientemente por una computadora cuintica [Deutch92]. Sin embargo, la
situacién cambid radicalmente en 1994 con el trabajo de Peter Shor quien
demostré que el problema de la factorizacion de nimeros enteros puede resol-
verse eficientemente en una computadora cudntica. El problema consiste en
encontrar los factores primos de un nimero entero N. Todos los algoritmos
clasicos conocidos son exponencialmente grandes en el tamaiio de la entrada
(el nimero de bits para representar N). Sin embargo, Shor present6 un algo-
ritmo que factoriza enteros en tiempo polinomial utilizando una computadora
cudntica [Shor94]. Este problema es importante no sélo desde el punto de



vista académico sino también practico ya que la seguridad de uno de los algo-
ritmos de encripcién de clave publica mas utilizados se basa en la dificultad
de factorizar enteros grandes. Por primera vez existia un problema relevante
que podia ser resuelto mas eficientemente con una computadora cuéntica.

A partir de ese momento hubo una explosion de trabajos y un gran interés
en el drea de computacién cuantica. Ademas, la idea no sélo resulta interesante
para los fisicos sino que numerosos matematicos y cientificos de la computa-
cién comenzaron a estudiar éste nuevo tipo de computadoras. En 1996, L.
Grover [Grover96) presenté el que probablemente es hoy el segundo algoritmo
de computacién cudntica mds importante: la biisqueda en una base de datos.
El problema a resolver puede describirse matematicamente de la siguiente ma-
nera: sea f(z) una funcién con z € {1,..., N} que vale 1 para algin valor w
y 0 para todos los demas. La tarea a resolver es encontrar el valor de w eva-
luando la funcién f(z). Es claro que si no sabemos nada sobre la funcién f(z)
(es decir: no conocemos ninguna propiedad que pueda ayudar en la biisqueda)
la \inica manera de encontrar w es simplemente probar evaluando f(z) en dis-
tintos valores de r hasta encontrar aquel para el cual f(r) = 1. Es claro que
este algoritmo es exponencial en el tamafio de la base de datos: si N = 2L,
el tiempo promedio que tardamos en encontrarlo es ¢t ~ O(N) = O(2F). Sin
embargo, Grover encuentra que con una computadora cuantica es posible en-
contrar el item marcado (w) en un tiempo que es proporcional a vN. Aunque
el algoritmo sigue siendo exponencial es sorprendente que cuanticamente po-
damos hacerlo de una manera mucho mas eficientemente. Hoy en dia el campo
ha crecido al punto que hay varios libros sobre el tema y las revistas tienen ya
una seccioén dedicada a lo que se conoce como ‘procesamiento de informacion
cuantica’ que no sélo incluye computacion cuantica sino temas tan diversos
como métodos criptograficos utilizando mecéanica cudntica, teoria de juegos,
comunicacion a través de canales cuanticos, etc.

1.3. Contenido de la tesis

En esta tesis presentaremos diversos resultados que contribuyeron al desa-
rrollo de esta nueva area. Uno de los principales problemas de las computado-
ras cuanticas es su inherente inestabilidad. La computadora cuantica funciona
como un gran interferémetro en el que la senial proveniente de la interferencia
entre distintas trayectorias computacionales puede ser facilmente borrada por
la accion de cualquier fuente de ruido que introduzca decoherencia. Debido a la
sensibilidad de las computadoras a las perturbaciones es importante entender
el origen de dicha inestabilidad y buscar métodos para corregir errores cuando
se procesa informacion con una computadora cudntica. Después de una breve
introduccién a la computacién cuantica en el préximo capitulo, dedicaremos
el capitulo 3 a estudiar la sensibilidad de las computadoras cuanticas y los
métodos que permiten que, en teoria, se puedan implementar algoritmos en
computadoras que no son perfectas. Alli presentaremos los resultados de las
primeras simulaciones completas del algoritmo de factorizacién de enteros de



Shor. Se estudié la evolucién de una computadora cuantica construida si-
guiendo una propuesta originalmente presentada por 1. Cirac y P. Zoller en la
cual la informacion estd almacenada en un conjunto de iones atrapados que
son manipulados mediante pulsos laser convenientemente elegidos. Después
de disenar la secuencia de pulsos necesaria para factorizar el nimero 15 se
examiné la evolucion de dicha computadora, formada por 18 iones, someti-
da a cerca de 15,000 pulsos laser imperfectos. Mostramos que el impacto de
las imperfecciones es tan importante que para poder implementar cualquier
algoritmo mas o menos realista es fundamental utilizar algin método de co-
rreccion de errores. Ademas, encontramos una formula que permite predecir
la dependencia de la fidelidad de la computadora como funcién del nimero
de pulsos y de la dispersién en el error de los mismos. La segunda mitad del
capitulo estd dedicada a introducir la teoria de los cédigos de correccién de
errores y presentar nuestra contribucion a esta area: el cédigo perfecto de 5
bits y los estudios de los llamados “cédigos de correccion continua”. Estos
modelos intentan estudiar cuales son los limites del proceso de correccién de
errores.

El capitulo 4 esta dedicado al estudio de métodos para representar el esta-
do de la computadora en el espacio de las fases. La idea consiste en introducir
una representacion con propiedades similares a las que definen las funciones
de Wigner de una particula pero para sistemas con espacio de Hilbert de
dimensién discreta como son las computadoras cudnticas). El capitulo esta
dedicado a introducir el formalismo que desarrollamos para funciones de Wig-
ner discretas, presentar el diseno de un circuito cuantico que permite medir
dicha funcién de Wigner y finalmente discutir cémo pueden ser utilizadas para
analizar la evolucién de una computadora cuantica.

Finalmente, el capitulo 5 combina varios de los elementos presentados en
capitulos anteriores e incluye algunos resultados experimentales originales. Co-
mienza con una introduccién a lo que hoy en dia es el drea mds desarrollada
experimentalmente en computacién cuantica: resonancia magnética nuclear
(RMN). Utilizando RMN en liquidos es posible utilizar los espines nucleares
de moléculas simples como qubits de una computadora cuantica. La primer
mitad del capitulo introduce las nociones necesarias para poder entender cémo
es posible implementar una computadora cudntica utilizando RMN. La se-
gunda mitad presenta una serie de resultados experimentales obtenidos en el
espectréometro del LANAIS en la FCEyN y en el Los Alamos National Labo-
ratorio. Los experimentos incluyen resultados sobre la generacién de estados
pseudo-puros y la implementacién de compuertas 16gicas (por ejemplo, CNOT)
(resultados ya obtenidos por varios grupos en otros laboratorios del mundo).
Por 1ltimo presentamos los resultados correspondientes a la utilizacién del
método desarrollado en el capitulo 3 para medir la funcion de Wigner discreta
de un sistema de dos qubits. Este ultimo resultado es totalmente inédito y
muestra una nueva forma de hacer tomografia con una computadora cuantica.

El contenido de esta tesis ha sido publicada parcialmente de acuerdo al



siguiente detalle: los estudios de estabilidad de computadoras cudnticas del
capitulo 3 estdn publicadas en la referencia [Miquel97] (la referencia [Miquel96],
que corresponde al contenido de la tesis de Licenciatura del autor sirvié de ba-
se para ese trabajo). El descubrimiento del cédigo perfecto de 5 qubits fue
presentado en [Laflamme95]. La representacién de los estados y la evolucién
de una computadora cudntica mediante la funcién de Wigner del capitulo 4 fue
descrita por primera vez en las referencias [Miquel02a, BianucciOl]. La medi-
cién de la funcién de Wigner mediante técnicas de RMN como fue presentada
en el capitulo 5 fue publicada en [Miquel02b).



algoritmo sino una tesis propuesta independientemente por Church y Turing
en 1930 !. Para Turing, cualquier algoritmo puede ser implementado por una
maquina de Turing Universal y por lo tanto los dos conceptos son equivalentes.

Cualquier maquina de Turing se puede pensar entonces como una funcion
que relaciona un estado inicial de la cinta con un estado final. Vemos entonces
que podemos pensar a un programa como una funcién que relaciona estado
inicial con estado final.

Una vez que tenemos una maquina

de Turing que implementa un algorit- cabezal
mo es importante saber la dependen- movimiento
cia del niimero de pasos necesarios pa- l —

i1]o1[1]0] [1]o]o[1]1]1]0]

ra ejecutar el algoritmo, como funcién
del “tamano” de los datos de entrada.
Si el tiempo que tarda una maquina

de Turing en resolver un problema es T
polinomial en el tamano del proble-
ma decimos que el algoritmo es de ti-
po P. Estos problemas son considera-  Figura 2.1: Esquema de una maquina de
dos como “resoluble en a prictica’, |78 s g o cobrl b
Existe, sin embargo, una gran varie- los dos tipos de simbolos (0 y 1).

dad de problemas para los cuales no

se ha encontrado un algoritmo polinomial que sea capaz de resolverlos con
una maquina de Turing. Dentro de esta clase de problemas existe un sub-
grupo que tiene la siguiente propiedad: es posible verificar eficientemente si
un candidato es o no solucién de una instancia particular del problema. Sin
embargo, el nimero de candidatos posibles crece de manera exponencial con

cinta infinita

el tamano del problema. Esto implica que si bien, dado una posible solucién
es facil verificar si es la correcta el problema principal radica en encontraria.
2 A esta clase de complejidad se la conoce como NP que proviene de ‘non-
deterministic polynomial’, es decir, que se resuelven en tiempo polinomial con
una maquina de Turing no-determinista (la resolucién es ‘no-determinista’ ya
que requiere de un candidato obtenido de ese modo). Los problemas NP sur-
gen reiteradamente en la practica y es de gran importancia obtener métodos
para resolverlos eficientemente. Entre los ejemplos célebres de problemas NP
podemos citar (ademas de todos aquellos que pertenecen a la clase P, ya que
P C NP) el del viajante de comercio, la divisién de un circuito minimizando el
numero de conexiones, etc. Otro ejemplo, al que nos referiremos mas adelan-
te, es la factorizacién de nimeros enteros. En ese caso, los mejores algoritmos
dependen exponencialmente del tamaiio del nimero (identificamos al tamafio
del nimero como la cantidad de bits necesarios para almacenarlo, L ~ log N).
Muchos de los problemas duros y la factorizacién en particular, pueden ser ex-

'Church llegé a las mismas conclusiones que Turing pero por un camino totalmente dis-
tinto. Mas tarde se mostré que ambos métodos eran equivalentes.

*Esto puede parecer obvio pero existen problemas para los cuales, simplemente verificar
si un candidato es solucién o no requiere un tiempo exponencial en una maquina de Turing.



plotados para disenar algoritmos de encripcion en los que se utiliza una clave
para codificar los mensajes.

Es importante destacar que la eficiencia de un algoritmo no sélo debe tener
en cuenta la dependencia del tiempo con el tamano del problema sino también
debe considerar los requerimientos de espacio. En efecto, es facil demostrar
que todo algoritmo exponencial en ¢ puede volverse polinomial si uno utiliza
una cantidad exponencial de “espacio”. En consecuencia la clasificaciéon ade-
cuada de eficiencia tiene en cuenta la dependencia de “los recursos utilizados”
(espacio y tiempo) con el tamano del problema. Desde un punto de vista fisico
la eficiencia debe incluir todos los recursos fisicos (incluyendo, por ejemplo, la
energia).

2.1.2. Compuertas y circuitos légicos

Del andlisis anterior vimos que podiamos pensar a una maquina de Turing
(ejecutando un cierto algoritmo) como una funcién que relaciona
estados computacionales iniciales con
estados finales. Otra forma de ver un Avance del Tiempo
programa entonces es pensarlo como Estado de — Estado de
una caja negra con una entrada y una Entrada Salida
salida (ver la figura 2.2). Si ponemos
un estado Sjnicial €n la entrada obte-
nemos después de un tiempo finito ¢
el estado sgna; en la salida. Una for-
ma conveniente de codificar los esta-
dos inicial y final (y todos los otros
estados que la computadora adquiere
en tiempos intermedios del computo)
es representandolo en forma binaria. Figura 2.2: Cualquier programa puede ser
Cada estado est4 entonces etiquetado visto como una funcién que relaciona es-

. € tados de entrada con estados de salida.
por una secuencia de [ “bits” que pue- Aqui los estados estan representados por

den asumir dos valores: 0 o 1. nimero binarios.

- OkFH O OKFH MO
H OO0 O KO MW

X F(X)

Asi como es comun dividir un pro-

grama grande en subrutinas mas simples podemos dividir nuestra caja en cajas
mas chicas que realizan operaciones mas elementales. La descripcion mas ele-
mental a la que podemos llegar es una en la cual realizamos operaciones muy
simples en un conjunto reducido de bits de nuestra maquina. A estas cajas se
las conoce como compuertas. Operan sobre unos pocos bits y tardan un tiempo
7 que es fijo e independiente del estado de entrada. Por ejemplo una operaciéon
elemental puede simplemente permutar dos bits de la memoria o ponerlos en
cero. En la figura 2.3 vemos otro ejemplo de compuerta elemental.

Como vemos la compuerta opera sobre dos bits a y b. El sistema evoluciona
de izquierda a derecha a medida que transcurre el tiempo. En la figura 2.3




ab cd
00 00

b_g — a+bmod2 01 01

10 11
:X:: 10

no-controlado 11

Figura 2.3: Esquema de una compuerta no-controlado. La compuerta de tiene dos bits
de entrada y dos de salida. A la derecha de la figura vemos la tabla de verdad de dicha
compuerta.

vemos que la computadora pasa del estado ab al ¢d. El valor de cd depende
de ab y esta resumido en la tabla que aparece en la figura. Otra forma de
representar esta tabla (que usaremos mas adelante) es utilizando notacién
matricial. A cada uno de los cuatro estados posibles los podemos identificar
con vectores (o kets en la notacién de mecénica cuantica que usaremos después)
de un espacio vectorial. La accién de la compuerta se puede pensar como un
operador (matriz) que cambia el estado de los kets (vectores) de entrada. Si
bien ahora trataremos sélo con estados clasicos la notacién nos prepara para
poder pasar a definir compuertas cudnticas que operaran en un espacio de
Hilbert. Si llamamos |00}, |01),|10) y |11) a los estados posibles en la entrada,
podemos definir la compuerta anterior diciendo cémo actia sobre cada uno de
los estados |00) ... |11). En esa base, la matriz de esta compuerta es:

mi; = (7-|Ucnot|]) = (21)

_— O
[

Vemos que la funcién de esta compuerta es permutar los estados |10) y
|11). Se la conoce con el nombre de no-controlado ya que su funcion es negar
el bit b si el bit a es 1 (o sea, la negacién del segundo bit esta controlado por
el primero).

AND XOR
(" ) 4 A
a b Salida a b Salida
e o 0 o o 0 0
o1 o o1 1
= 10 o0 10 1
11 1 11 o
\ J e y

Figura 2.4: Esquema de dos compuertas muy comunes usadas en légica digital: al AND
y el XOR. Las compuertas tienen dos bits de entrada y uno de salida. En la figura vemos
ademds su tabla de verdad.
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Es importante notar una diferencia sustancial entre las compuertas léogicas
usadas cominmente en circuitos digitales (AND y XOR) y la compuerta no-
controlada descripta en la figura 2.3. En efecto, las compuertas AND y XOR
son légicamente irreversibles mientras que el no-controlado es légicamente re-
versible ya que la entrada puede encontrarse a partir de la salida (el circuito
es uno a uno). La importancia de la reversibilidad para nosotros es que, en
mecanica cuantica la evolucion esta dada por un operador que siempre es re-
versible y por lo tanto resultara imprescindible utilizar 16gica reversible para
disenar los circuitos.

La légica irreversible trae como consecuencia inevitable la pérdida de in-
formacién y la disipacion de energia. Landauer mostré que la disipacién ne-
cesariamente tiene lugar durante el borrado de informacién (y puede evitarse
en toda otra instancia del calculo). Como consecuencia de esto es imposible
hacer una compuerta irreversible que no pierda energia. Este hecho hace que
la logica reversible parezca una solucién maés atractiva. Sin embargo casi todas
las computadoras usadas hoy en dia operan con légica irreversible. El motivo
principal es que las computadoras actuales disipan mucho méds energia que la
asociada al borrado (que disipa kT log2 por bit borrado). En consecuencia,
el descubrimiento de Landauer es, hasta hoy, irrelevante en la practica (aun-
que algunos especulan que puede tener importancia con nuevas tecnologias en
las préximas décadas). Por otra parte, el uso de légica reversible no es muy
atrayente ya que la misma tiene una serie de desventajas que la hacen menos
practica que la irreversible.

Es natural preguntarse qué tipo de compuertas necesitamos si queremos
estudiar un circuito arbitrariamente complejo. Esta pregunta nos conduce al
concepto de compuertas universales. Diremos que un conjunto de compuertas
C es universal (con respecto a las funciones de Z — Z) si es posible, utilizando
s6lo compuertas en C, implementar cualquier funcién de enteros en enteros.
Un ejemplo de compuerta universal con respecto a las funciones de Z2 — Z es
la compuerta NAND. La tabla de verdad para esta compuerta irreversible es:

a b jNAND
0 O 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Las compuertas de Toffoli, que aparecen en la figura 2.5, son también uni-
versales. Dicha compuerta, que tiene tres bits de entrada y tres de salida, es
una simple generalizacion del no-controlado. Vimos que €l no-controlado niega
el segundo bit si el primero es 1. La compuerta de Toffoli niega el tercer bit si
los dos primeros bits son ambos iguales a 1. Sillamamos {]000), |001),...|111)}
a los 8 posibles estados de entrada, la accién de la compuerta de Toffoli sobre
cada estado de entrada esta descripta por la siguiente matriz:
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Entrada Sallda

000 000
& —p— a 001 001
010 010
b —T— b 011 011
100 100
c 4 ab+c mod2 101 101

110 :)C 111
111 110

Figura 2.5: En la figura vemos un esquema de la compuerta de Toffoli. Dicha compuerta
tiene tres bits y tiene como funcién negar el tercer bit cuando los dos controles (a y b) son
1.

Es facil demostrar que la compuerta de Toffoli es universal; es decir, con ella
podemos implementar cualquier funcién booleana. Para la demostracién sélo
hay que darse cuenta que es posible hacer utilizando una compuerta NAND
(que se sabe es universal) utilizando una compuerta de Toffoli seteando el
tercer bit en 1. Este resultado es importante porque nos limita el nimero
de compuertas necesarias para hacer computacion clasica reversible, y como
veremos después, también computacién cuantica.

2.2. Computadoras cuanticas

Hasta ahora sélo hemos discutido computadoras y circuitos cldsicas. ;Qué
es una computadora cuantica? Uno de las tantas suposiciones que hemos hecho
implicitamente es que cada bit debe estar siempre en un estado bien definido
1 0 0. Supongamos ahora que el bit es un sistema cuantico de dos niveles.
Por ejemplo si pensamos en un espin, los estados computacionales (clésicos)
pueden ser elegidos como |0) = |+ h/2) y |1) = | — k/2) donde | £ //2) son
los auto-estados de la componente z del operador de spin con autovalor +£/2.
Sin embargo, la mecanica cuantica, basada en el principio de superposicién,
permite que bits cuanticos existan en superposiciones coherentes de estados
computacionales. En efecto, el estado |¢) = % ({1) + |0)) es uno de los estados

posibles de cualquier bit cuantico (que en el futuro llamaremos qubit). Esto
es algo que clasicamente es imposible pero perfectamente aceptable desde el
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punto de vista de la mecanica cuantica.

Si tenemos un conjunto de m bits el estado mas general de ese conjunto
es un estado del espacio de de Hilbert de dimensién 2™. Dicho estado puede
escribirse como una combinacién lineal de la forma:

2m-—-1

) = Y cili) (2.2)

i=0

donde los elementos de la base que denotamos por |i) son de la forma. |0) =
00...0), [1) = [00...01),]2) = |00...10),|3) = |00...11),..., etc. corres-
ponden a un estado de espines |a) = |am—1am—2 - - - ag) donde a= E,_O a;2!
Los coeficientes ¢; son niimeros complejos que satlsfacen la condicién de nor-
malizacion:

n
SlalP=1

i=0

Los estados |a) corresponden a los “estados computacionales”, es decir que
una computadora cudntica es un sistema que puede existir en un estado como
(2.2) y, por lo tanto, estar en “superposicién de estados computacionales”.

La evolucién de la computadora esta regida por cierto Hamiltoniano H(t),
que tiene asociado un operador de evolucién temporal U (¢). En las préximas
secciones describiremos como disefiar este operador en términos de operacio-
nes elementales que constituiran un circuito cuantico. Si pensamos entonces
que un operador U (t) corresponde a un cierto programa concluimos que al
aplicar este operador a un estado del tipo (2.2) cada componente del estado
|®(t)) corresponderd en algin sentido a una computadora clésica haciendo
un calculo distinto {que corresponde al mismo programa con una condicién
inicial distinta). Esta propiedad se la conoce como “paralelismo cudntico”.
El estado computacional final es la superposicion coherente de aquellos esta-
dos que se obtienen siguiendo todas las trayectorias computacionales posibles.
Sin embargo, no es evidente que el paralelismo cuantico tenga alguna utilidad
practica ya que al efectuar una medicion al final del cémputo, el estado de la
computadora colapsara sobre un tinico estado computacional. Recién cuando
Shor presenté su algoritmo de factorizacién polinomial es que la mayoria de los
investigadores entendieron el poder de éstas nuevas computadoras, que reside
en un uso inteligente del paralelismo cuéntico.

En general cualquier operador unitario U perteneciente a SU(2") es un cir-
cuito cuantico de n bits en n bits. El dnico requisito que impone la mecanica
cuantica es que la evolucién sea unitaria y por lo tanto reversible. El ejemplo
mas simple es el de una compuerta que opera sobre un unico bit. Sélo hay
dos compuertas clasicas de este tipo: la identidad y la negacién. Sin embar-
go existen infinitas compuertas cuanticas que operan sobre un bit: cualquier
operador perteneciente a el grupo de transformaciones de SU(2).
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Asi como en la teoria de compuertas légicas clasicas teniamos compuertas
universales también las hay en la generalizacién cudntica. Se puede demos-
trar que existe una compuerta mediante la cual se puede construir cualquier
transformacién unitaria de n bits en n bits [Deutch88]. Sorprendentemente,
Barenco et al [Barenco95] demostraron que el no-controlado junto con una
rotacion del estado de un bit son capaces de generar cualquier transformacion
unitaria de n bits en n bits. Es decir, basta tener una compuerta de dos qubits
(el no-controlado) y poder hacer cualquier compuerta de 1 qubit para poder
generar cualquier operador unitario. Esto debe contrastarse con el caso clasico
para el cual la minima compuerta que cumpla con el andlogo clasico de esa
propiedad tiene 3 entradas. Ya aqui podemos ver que vivir en un espacio mads
amplio (como es el de Hilbert) tiene sus ventajas.

2.3. Algoritmo de Grover

Como ya dijimos, no es obvio que el paralelismo cudntico sea suficiente
para ver que una computadora cuantica sea mas poderosa que una clasica.
La forma mas ilustrativa de ver esto es mediante un ejemplo: el algoritmo de
Grover que implementa una busqueda en una base de datos. El problema. a re-
solver es el siguiente: dada una base de datos con N > 1 elementos sin ningin
orden aparente tenemos que encontrar en ella un elemento que satisface un
cierto criterio de bisqueda. Es importante pensar que la base de datos no tie-
ne ningin orden particular. Encontrar un niamero de teléfono en una guia es
facil porque esta ordenada alfabéticamente. Sin embargo, el problema inverso
de encontrar un nombre dado el niimero de teléfono es mucho mas complica-
do porque no hay ningin orden. La tnica manera de encontrarlo es buscar
uno por uno y eso requiere, en promedio, mirar O(N) registros. La novedad
es que con una computadora cuintica sélo debemos mirar O(v'N). Esto es
extremadamente sorprendente: mirando menos registros de la base podemos
encontrar uno sin saber nada mas! En realidad para poder lograrlo utilizamos
el paralelismo cuantico para mirar todos los registros simultineamente. Cla-
ramente, desde el punto de vista clasico esto es imposible pero la mecdnica
cuantica abre nuevas posibilidades a la computacion.

Para poder presentar el algoritmo de Grover, pensamos ahora el problema
en términos matemadticos: la base de datos es un conjunto de registros {z =
0,1,...,N =1} y el criterio de biisqueda esta representado como una funcién
fuw(z) con z € {0,...,N — 1} que tiene la propiedad de que: f,(z) = 0 si
z # w pero fy(w) = 1. Dada la funcién f,(z) queremos encontrar el valor
de z tal que f,(z) = 1 (es decir, el elemento z = w). La funcién f,(z)
puede interpretarse como una caja negra u ordculo al cual se lo alimenta con
un valor de z y responde si es 0 no el item buscado (devolviendo un 1 o un
0). En términos de operadores cudnticos vamos a pensar que el oraculo es
un operador U,, que actda sobre los estados computacionales de la siguiente
manera:

Uulz) = (-1)/*@z) (2.3)
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es decir, si le aplico U,, a mi estado me devuelve el mismo estado si  # w
o —|z) si £ = w. Es decir, pone la informacién de si es el elemento buscado
en la fase del estado. Otra forma de escribir el mismo operador es:

-~

Uy =1 - 2Jw)(w]. (2.4)

Dicho operador tiene la siguiente interpretacion geométrica: dado cualquier
vector en el espacio de Hilbert del sistema, lo refleja con el hiper-plano ortogo-
nal al vector |w). Es decir: invierte la componente paralela a |w) manteniendo
la proyeccién sobre |w) invariante. El algoritmo de Grover para encontrar
quien es |w) parte inicializando la computadora cudntica en el estado

sy = —= > |z) (2.5)

es decir, una superposiciéon de todos los estados posibles (registros de la
base de datos). Si se hace una medicién del estado de la computadora es claro
que la probabilidad de obtener el estado |w) es 1/N pues |(w|s)|?> = 1/N. El
algoritmo de Grover hace aumentar la probabilidad de que el estado de la
computadora cuédntica sea |w). Para ello hace falta definir un operador mas:

U, = 2|s)(s| — 1. (2.6)

Al igual que U,, este operador refleja alrededor del hiper-plano ortogonal al
estado |s). Finalmente podemos definir una iteracién del algoritmo de Grover
como el siguiente operador:

0Grover = Osﬁw- (27)

En la figura 2.6 se muestra la primera iteracién del algoritmo de Grover.
El estado de la computadora es |s) y definamos |(w|s)| = 1/vN = sin. Al
aplicar U, al estado, la componente paralela al eje |w) se invierte mientras que
la paralela a |w) se mantiene igual. Ahora el estado de la computadora forma
un angulo de —@ con respecto al eje |w) (o 20 entre |s) y Uy|s)). Aplicando
U, a este estado, la componente perpendicular a s cambia de signo mientras
que la paralela se mantiene igual. El estado en este punto forma un angulo
de 30 con respecto a wt. Aqui termina la primer iteracién del algoritmo de
Grover. Si repetimos el procedimiento una vez mas veremos el estado estado
resultante forma un dngulo de 50 con respecto a w*. Es decir, una iteracién
roto el vector un dngulo 26. Es facil convencerse que después de n iteraciones
el vector habra rotado un dngulo 2n@ hacia la direccién |w) formando un
angulo (2n + 1)8 con |wt). Es claro que para que la probabilidad de medir
el estado |w) sea lo mas grande posible debe satisfacerse que 2n8 ~ /2 de
donde deducimos que el nimero de iteraciones necesarias para que p ~ 1 es
n ~ w/(46). Como 8 ~ 1/V/N el niimero de iteraciones es n ~ VN.
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Figura 2.6: lteracién del algoritmo de Grover. A la izquierda se ve la accién del operador
U sobre el estado |s). A la derecha vemos la accién de U, sobre el estado Uy |s). El estado
final es U,Uw|s) = Ugrover|s).

El algoritmo de Grover es de gran utilidad y el truco de amplificacién de
amplitudes es usado en varias aplicaciones de computaciéon cuantica. Es in-
teresante destacar que es posible obtener una mejora cuadratica en cualquier
algoritmo NP utilizando el método de Grover. Justamente todos estos pro-
blemas tienen la particularidad de que es facil verificar si una instancia del
problema es la solucién (asi como era facil mirar un registro en la base y ver
si el nimero de teléfono corresponde al que estamos buscando). El problema
radica en el gran nimero de candidatos a ser la solucién. Es claro que usan-
do el truco de amplificacion de amplitud podemos mejorar la probabilidad de
toparnos con la solucién correcta. Desafortunadamente esto no achica dema-
siado la brecha exponencial entre los algoritmos P y los NP pero sigue siendo
un resultado dtil y muy general.

Una vez que nos convencimos que seria 0til tener una computadora cuantica
podemos pasar a preguntarnos cuales son los requisitos para poder hacer una.
Répidamente uno se encuentra con dificultades debido a que los sistemas
cudnticos son increhiblemente sensibles a los efectos del entorno (razén por
la cual no vemos estos efectos en el mundo macroscépico de la vida cotidiana).
En el proximo capitulo veremos que problemas hay y qué soluciones existen
para combatir el efecto del entorno sobre una computadora cuantica.
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3. Estabilidad de las computadoras
cuanticas

Dado que poca gente discute los beneficios de disponer de una computadora
cuantica y que se han invertido considerables sumas de dinero en investigacién
para construir una de estas maquinas, surge naturalmente la pregunta ;porqué
no tenemos una aun? El principal obstaculo para la computacién cuantica se
origina, sin duda alguna, en los efectos del ruido sobre la dinamica de estas
maquinas. El problema radica en la sensibilidad de los sistemas cuanticos a
interacciones con su entorno. Ninguna computadora estd totalmente aislada
de su entorno lo que hace que no podamos pensar a la computadora como un
sistema aislado. Para poder observar efectos cuanticos como la interferencia de
estados o entrelazamiento debemos poder manipular sistemas microscépicos
como atomos, fotones en cavidades, espines nucleares, etc. En la mayoria de
los casos las energias asociadas a cambios de niveles son pequeiias y por lo
tanto debemos tomar en cuenta energias de interaccion con el entorno. La
interacciéon de la computadora con grados de libertad externos va a introducir
errores en la ejecucion de algoritmos por lo que es claro que encontrar métodos
para prevenir y detectar errores es de suma importancia.

Existe otra fuente de errores en computacion cuantica ademas de la in-
teraccién con el entorno: la imperfeccion de las operaciones necesarias para
implementar compuertas cudnticas. En computacidn clasica, los elementos de
un circuito pueden estar en dos estados: 0 y 1. Sin embargo, en computacion
cudantica el espacio de estados de un qubit es inifinitamente mas grande que el
de un bit clasico por lo que hay muchos tipos de errores que pueden aparecer
al querer hacer una operacién légica. Es cierto que en las computadoras digi-
tales los estados computacionales son transformados en voltajes y en realidad
hay mas de dos estados posibles. Tipicamente en un circuito digital el 0 esta
representado por voltaje menor que un cierto umbral mientras que el 1 esta
representado por voltaje superior a otro umbral. Las compuertas digitales
estan disefiadas de manera que tengan cierta tolerancia y de compuerta en
compuerta se corrigen los voltajes para mantenerlos por arriba (o por deba-
jo) del correspondiente umbral. Esta correccién hace que ‘microscépicamente’
la dinamica sea irreversible: distintos estados de entrada a la compuerta son
mapeados al mismo estado a la salida. Es decir: la ‘tolerancia’ necesaria para
que la computacién clasica no se destruya hace que la computadora tenga que
disipar. Desafortunadamente esta misma técnica no sirve en una computa-
dora cuantica porque su dinamica es reversible y por lo tanto incompatible
con estas ideas. Lo mismo ocurre con la computadora de billar de la sec-
cién 1.1. Zurek [Zurek84] mostré que las computadora de Fredkin es sensible
a las perturbaciones iniciales y al posicionamiento de los espejos. Pequenas
perturbaciones hacen que la computadora pierda sincronizaciéon y se arruina
rapidamente el cilculo. Es decir: la reversibilidad de la computadora (junto
con la complejidad) es un obstaculo para que la dindmica sea estable.

En principio el panorama parece desalentador: cualquier perturbacién
minuscula o interaccién con un entorno destrozaria las correlaciones cuanticas



tan importantes en los algoritmos cudnticos o descarrilaria el computo. Sin
embargo, recientemente se demostrd que, atln en presencia de errores, es posi-
ble implementar algoritmos cudnticos eficientemente. La idea es usar coédigos
de correccion cudntica de errores que utilizan redundancia para proteger la
informacién almacenada en la computadora. En este capitulo nos dedicare-
mos a dos tareas: 1) estudiar los efectos de errores y su impacto en distintos
algoritmos cudnticos y 2) discutir cuales son las posibles soluciones y mostrar
nuestra contribucion a esta irea. En la primer parte del capitulo discutiremos
los distintos tipos de errores e introduciremos algunas nociones de como medir
la inestabilidad de un cémputo. Luego presentaremos resultados numéricos del
estudio de inestabilidad para el caso particular de una computadora cuéntica
basada en una trampa de iones frios que implementa el algoritmo de fac-
torizacién de Shor. Estos resultados muestran que, para poder implementar
cualquier algoritmo en una computadora cuantica va a ser necesario usar algin
tipo de correccion de errores. En la segunda parte del capitulo presentamos el
formalismo de estabilizadores para los cédigos de correccion, introducimos el
cédigo perfecto de 5 bits y presentamos el formalismo de la correccién continua.
Finalmente presentamos algunas ideas propuestas por otros investigadores de
métodos de correccién pasiva.

3.1. Estabilidad de las computadoras clasicas

Antes de poder hablar de inestabilidad en computadoras cuanticas es util
mirar que pasa en sus familiares las computadoras cladsicas. Desde los comien-
zos hubo numerosos obstaculos para lograr que las computadoras fueran lo su-
ficientemente confiables. Las primeras maquinas estaban hechas con valvulas
y era comin que las mismas se quemaran o dejasen de funcionar. Sin embar-
go, con la llegada del transistor los problemas de ‘hardware’ se hicieron menos
importantes aunque no desaparecieron en su totalidad. Si bien las compu-
tadoras electrénicas sufren pequefios desniveles en las tensiones asignadas al
cero 0 uno logico, cada compuerta compensa, a su salida, las fluctuaciones de
tensién de manera que el error no se acumula. De esta manera los elementos
mismos con los que estd hecha la computadora estan disefiados de manera de
compensar errores y corregirlos [Keyes89).

Desafortunadamente esta misma idea no se puede usar cuando la compu-
tacion es fisicamente reversible. Una buena forma de ver esto es pensar en
la computadora de Fredkin. Los pequeios errores en las velocidades inicia-
les 0 en la posicion de los espejos usados para reflejar las bolas hacen que,
el billar ripidamente se vuelva ‘cadtico’. Cualquier mecanismo usado para
re-establecer el curso de la computacion implicaria gastar energia de alguna
manera u otra.

.Y que hay de la interaccién de la computadora con el entorno? A primera
vista pareceria que esto no importa en las computadoras actuales pero dejar
una PC por unas horas sin la refrigeracién adecuada pronto muestra lo contra-
rio. La gran diferencia es que, para cambiar el estado de un bit en una com-
putadora clasica se requiere energia que es grande comparada con la energia
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térmica provista por el entorno mientras que las computadoras cuanticas son
mucho mas sensibles.

Como vemos, las computadoras clasicas también sufren los efectos de erro-
res pero su correcto funcionamiento es obtenido entregando energia al sistema,
construyendo las mismas con dispositivos que son tolerante a fallas y usan-
do codigos de correccién de errores cuando todo falla. Un ejemplo de estos
ultimos se usa en los discos compactos de musica y computacion actual, en
los discos rigidos y las memorias. La idea es usar redundancia para almacenar
la informacion en varios lugares de manera que si el ruido afecta algin bit, se
puede reconstruir la informacion a partir de los deméas. Esta idea de redun-
dancia es llevada al extremo en el transbordador espacial de la NASA donde
se utilizan 3 computadoras que todas hacen lo mismo y en presencia de algin
error se decide por ‘voto de la mayoria’.

3.2. Tipos de perturbaciones

3.2.1. Errores unitarios de evolucién

Como dijimos, en computaciéon cudntica podemos distinguir dos tipos de
errores: unitarios y no-unitarios. Aqui discutiremos los primeros. La evolu-
cién de un algoritmo cuéntico se describe utilizando un operador de evolucién
unitario ﬁse(t) dependiente del tiempo. En presencia de errores, este opera-
dor se ve modificado y esto se representa por un operador U (t) que describe
su comportamiento anémalo. La computadora recorre el espacio de Hilbert
siguiendo alguna trayectoria que se separa de la trayectoria correcta dada por
U (t). La caracteristica de este tipo de errores es que conservan la probabilidad,
es decir, la evolucién sigue siendo unitaria.

Un ejemplo simple de error unitario puede ser una ‘sobre-rotacién’ de algin
bit. Supongamos que queremos aplicar una operaciéon simple sobre un bit de
un registro: invertir el estado del mismo. Esto se logra aplicando un operador
de rotacién que rota el estado de ese bit en 7 alrededor del eje = (o cualquier
otro €je en el plano z-y). Sin embargo, un error que podemos esperar es el de
rotar en un angulo que no es  sino m +¢. El operador unitario que representa
a esta operacién se U = exp(—i(7/2 + €)0) y su efecto en un estado es:

Uly) = exp(—i(n/2+ €)6z)|%) (3.1)
= feos(n/2+¢) = isin(x/2+¢) &:]l¥)
~ [—5 - i&x]hb) = Use|®) + €|9)).

Este tipo de errores estd presente en pricticamente todas las implementa-
ciones conocidas hoy en dia. Durante un algoritmo cuantico se produciran una
serie de errores de distinta magnitud ¢;. El impacto de este tipo de errores,
claramente dependera de la distribucién que describa los sucesivos errores ;.
Podemos distinguir dos tipos de errores unitarios: aleatorios y sistematicos.
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Los aleatorios son cuando los valores ¢; toman distintos valores de manera
azarosa: puede variar el signo, moédulo o las dos cosas simultaneamente. Una
forma natural de modelar estos errores es suponer que son gausianos con una
dada media y un ancho o. Los errores sistematicos son producidos por, por
ejemplo, siempre sobre-rotar en la misma direccién. También puede haber
sistematicos donde el error no es siempre constante pero tiene media distinta
de cero.

Ante una propuesta experimental concreta es interesante estudiar el im-
pacto de dichos errores en algoritmos cuanticos para poder estimar la eficiencia
de nuestra computadora. Mas adelante mostraremos un estudio concreto del
estudio de dicho tipo de errores presentado en [Miquel97].

3.2.2. Errores producidos por el entorno

Los errores producidos por el entorno son un poco mas complicados de des-
cribir. En la mayoria de los casos la computadora evolucionara a estados que
dejan de ser puros por lo que es necesaria una descripcién en términos del ope-
rador densidad 5 del sistema. El punto de partida para describir la dinamica
de la computadora es suponer que, inicialmente el sistema computadora +
entorno esta en un estado no correlacionado:

Po = Pin ® Pe

El sistema compuesto evolucionara unitariamente con algiin Hamiltoniano
que incluye tanto la evolucién de cada uno de sus componentes como de la
interaccion sistema-entorno. Como en realidad nos interesa qué le pasa al
sistema (y no al entorno), debemos ignorar los grados de libertad externos
al mismo. Esto se logra trazando sobre el entorno para obtener la matriz
densidad del sistema:

powt = Trem [0 o U] (3.2)

Resulta incomodo utilizar la expresion anterior para hacer cdlculos y existe
una. manera mejor de describir la evolucién. Presentaremos ahora un forma-
lismo méas c6modo. Para simplificar el calculo haremos una suposicién adi-
cional !: que el entorno se encuentra en un estado puro al principio, es decir,
pe = leo){eo|- Si {lex)} es una base del espacio de Hilbert del entorno y
escribimos explicitamente la traza de la ecuacién (3.2) obtenemos:

' Dicha suposicién no es necesaria y si no se hace se obtiene una expresién ligeramente
mas complicada para los operadores Ej.
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ﬁout = Trent [U (ﬁin ® ﬁe) 01] (33)
= S (el (5 ® leo) (eol) Tex)

k
= Z Ex pin E,t
k

donde E}. = (ex|U|eo) son operadores que actiian en el espacio de estados
del sistema. El conjunto de operadores {E‘k} caracteriza la interaccion entre el
entorno y el sistema y satisfacen que _, E,TCE"k < I. La ecuacién (3.3) muestra
que la evolucién del sistema esta descripta por un mapa: el estado inicial del
sistema p;, es mapeado en el estado:

Pin — Pout = g(ﬁm) = Z E‘kﬁinEL- (34)
k

Esta expresion tiene una interpretacion sencilla: el mapa (3.4) puede pen-
sarse como un proceso en el cual el estado inicial g;, pasa a ser:

ExpinEl /Te(ErpinEL)

con probabilidad 'I‘I'(E'k,&inE,t). Esto es similar a lo que, en la literatura de
teoria clasica de la comunicacion, se conoce con el nombre de canal ruidoso. En
ellos la informacién es sometida a diversos errores con alguna distribucién de
probabilidad. Por ejemplo, supongamos una memoria defectuosa que, después
de almacenar la informacién en ella por un tiempo At, con probabilidad p
cambia el estado del bit almacenado en ella. Para describir el efecto en la
informacién almacenada en ella supongamos que p = (pg,p)) describe las
probabilidades que, a t = 0 el bit esté en el estado 0 (1) con probabilidad pg
(p1). Después de un tiempo At, debido al efecto del ruido en el canal, dichas
amplitudes se ven modificadas y resultan:

()=1%7 2 51() 5

Vemos que la relacién que existe entre el estado antes y después de entrar
al canal ruidoso es lineal. Algo analogo ocurre en el caso cuantico donde las
matrices densidad de entrada y salida esta relacionadas de manera lineal. La
gran diferencia consiste en el menu de posibilidades cuando tenemos que elegir
un tipo de error. En el caso clésico solo hay dos tipos de errores posibles: el
caso que mostramos arriba de intercambiar el estado o un caso en el que,
independientemente del estado inicial siempre pasamos al mismo estado final
(Aya. sea 0 0 1). En el caso ciantico tenemos una gran variedad de operadores

E,. posibles que describen los posibles errores. Para ver un caso interesante
pero a la vez simple consideremos el llamado canal depolarizante. Este es
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un ejemplo puramente cudntico (sin andlogo cldsico) que luego usaremos. En
el canal depolarizante los operadores Ej son dos: Eq = I (la identidad: no
hacerle nada al bit) y E1 = &, (aplicarle §,) al bit. Como muchas veces
apareceran o, . por comodidad las denotaremos por X ,}7,2 . El efecto de
este canal sobre un estado pi, es entonces:

Pin — Pout = (1 - p)ﬁin + PZﬁinZ (3'6)

Esta accion puede ser pensada como que existe un agente externo (un
“demonio”) que, aleatoriamente modifica el estado del qubit aplicando con
probabilidad p el operador Z o dejandolo intacto con probabilidad (1 — p)
(ver figura 3.1). Al principio puede parecer que no hace mucho pues, si i, es
cualquiera de los estados computacionales (|0)(0] o |1)(1]|) éstos no se modifi-
can. Sin embargo, es ficil verificar que si el estado inicial es una superposicion
de dos estados computacionales (digamos por ejemplo: fin = |¥+)(¥+| donde
|¥+) = (J0) £ |1))/2) entonces el efecto de Z es intercambiar |¥4) con |¢_)
y ahora el canal arruinara la relacién de fase existente entre estados como se
puede ver usando (3.6) sobre nuestro estado inicial. Esto se ve reflejado si
miramos los elementos no diagonales de p en la base de auto-estados de o,.
Es facil verificar que, después de n iteraciones, los elemento diagonales no son
modificados mientras que los elementos fuera de la diagonal aparecen multipli-
cados por un factor (1 —2p)™. Asintéticamente p tiende a la matriz identidad,
es decir: hemos perdido toda la informacién de fase. Este efecto es netamente
cuantico y no tiene analogo clasico.

Canal Ruldoso

10) +11) AN
10) + 1) I']}[
10 +11)
10> +11) | 10) +11)
10y +11) — ¥a | — o) +11)
T 10} - 1)
10) +11)
10y - 11)
10) +11)
10) +11)

e Z210)+I1)=10)- 1)

s (1) v 10) son autoestados de Z con autovalor -1y +1 respectivamente.

Figura 3.1: Nos podemos imaginar que un agente externo (el “demonio”) elige aleatoria-
mente si aplica el operador 6: o I con probabilidad p y (1 — p).

El formalismo presentado aqui fue introducido por Kraus [Kraus83] y re-
sulta de suma utilidad. Al conjunto de operadores {Ey} se los conoce como
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operadores de Kraus. La transformacién £() es un mapa que debe satisfacer
ciertas propiedades: debe preservar o disminuir la traza (nunca aumentarla),
ser lineal y conservar la positivadad de p. Estos requisitos son fundamentales
para que el sistema evolucione de una manera fisicamente aceptable. Final-
mente el formalismo es también aplicable cuando los errores son unitarios:
basta reemplazar los operadores de Kraus por un iinico operador Eo=U para
re-obtener la evolucién unitaria.

3.3. Medidas de la sensibilidad de una computadora
cuantica

Para poder estudiar los efectos de errores en la computadora necesitamos
de alguna forma de cuantificar el error introducido durante el cémputo. A
medida que la computadora evoluciona nos gustaria ver a qué velocidad se
separan las ‘trayectorias computacionales’ dependiendo del error. Para ello
tendremos que definir algin tipo de distancia en el espacio de Hilbert: dados
dos estados del espacio nos interesa tener un nimero que nos dice cuan seme-
jantes/distintos son. Hay varias medidas de distancia que pueden usarse. En
esta seccién hablaremos de una de una de ellas: la fidelidad.

Cuando evolucionamos la computadora por un determinado tiempo ob-
tendremos un estado que difiere del estado correcto debido a los errores que
se produjeron durante el algoritmo. Como al repetir el algoritmo (partiendo
del mismo estado inicial) obtenemos un estado distinto del anterior, debemos
recurrir a algin método para poder obtener una medida del error promedio.
Esto se puede lograr promediando las fidelidades de cada corrida. Otra medi-
da de la que hablaremos es la de dimension del espacio de Hilbert explorada.
Dicha mediad da un indicio de cuan grande es el espacio de Hilbert explorado,
debido a los errores en las distintas evoluciones.

3.3.1. Fidelidad

El concepto més simple es el de la fidelidad: dados dos estados |11) y |¥2)
nos gustaria poder ver que tan separados estan en el espacio de Hilbert. Una
medida natural es tomar el producto escalar de los dos vectores. Como el
producto escalar de dos vectores del espacio de Hilbert no es un nimero real
conviene definir la fidelidad como:

F(a)s [2)) = V(@ [v2) 2. (3.7)

Definida de esta manera F toma valores entre 0 y 1: cuando es O los
estados son exactamente ortogonales mientras que cuando vale 1 1)) y [w2)
son idénticos.

3.3.2. Dimensién del espacio explorado

Otra medida 1til en la estabilidad de las computadoras cuanticas es la
dimensién del espacio explorada por las distintas trayectorias computacionales
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debido a errores. La idea es relativamente simple e intuitiva: si evolucionamos
un estado inicial |¢) después de cada realizacién obtendremos un estado final
distinto |¢;) debido a errores en la evolucién. Podemos entonces generar una
lista £ = (|¢1),..., [¥~)) de N vectores en el espacio de Hilbert de dimensién
D. Cada vector en la lista tiene una probabilidad de ocurrencia p; de ocurrir
que dependera del ruido. Promediando sobre la perturbacién obtenemos una
matriz densidad promedio que describe el estado perturbado:

N

Z 3 [} l- (3.8)

La entropia de este estado se define como:

H(p) = ~Tx [plogy j] (3.9)

y es un numero real que va entre 0 y log, D.

Analicemos un poco qué informaciéon nos aporta la entropia para lo cual
conviene discutir dos casos extremos. Si no perturbamos el sistema, después
de evolucionarlo obtendremos siempre un 1nico estado. En este caso todas
las p; son 0 salvo una y es obvio que la entropia es entonces 0. En el peor de
los casos, el ruido sera tal que todos los estados finales |¢;) son ortogonales
y con igual probabilidad p; = 1/D (es obvio que a lo sumo podemos obtener
D estados distintos por lo que la suma en (3.8) tiene D términos distintos
con igual probabilidad). Es facil de calcular entonces la entropia y obtene-
mos H(p) = logy D. De estos ejemplos vemos que H(p) definida asi estd de
alguna manera, midiendo el espacio que ocupan nuestros vectores finales en el
espacio de Hilbert. Si todos estdn relativamente juntos obtendremos un valor
chico mientras que si las trayectorias son muy distintas ocuparan una dimen-
sién mayor en el espacio de Hilbert. Es natural entonces definir la dimensién
explorada por los vectores como:

Dexpl. = 2H(ﬁ) (3 10)

Desafortunadamente para sistemas relativamente grandes (mas de 15-20
qubits) resulta dificil medir (3.9). El problema radica en que para poder
calcular H(p) debemos diagonalizar 5 (una matriz de D x D donde D = 2% con
L el nimero de qubits). La dimension de dicha matriz crece exponencialmente
con L por lo cual sélo se puede utilizar dicha definicién para sistemas chicos.
Afortunadamente existe otra magnitud llamada la entropia lineal que es una
cota superior para la entropia. Su definicion es:

Hiineal = — log, (Tr 5%) . (3.11)

Esta expresidn tiene dos ventajas en comparacién con la entropia: la pri-
mera es que en algunas circunstancias es més facil de encontrar expresiones




analiticamente cerradas. La otra es que, cuando no se puede calcular exac-
tamente, se la puede acotar inferiormente por el cuadrado del autovalor mas
grande de p. Dicho autovalor puede ser encontrado usando técnicas iterativas
que no necesitan diagonalizar al operador densidad.

3.4. Un estudio de inestabilidad: factorizando 15

Para poder tener una idea de los errores que podemos esperar en una
computadora cuantica real decidimos estudiar el algoritmo de factorizacion de
Shor [Shor94] implementado en una trampa de iones como la propuesta en
[Cirac95). En el apéndice A se da una descripcién detallada de la implemen-
tacion de Cirac y Zoller de la trampa. Aqui presentaremos los resultados de
simulaciones numeéricas de una computadora cudntica que ejecuta el algorit-
mo de factorizacién de Shor para encontrar los factores primos de un nimero
pequefio (N = 15). En las simulaciones seguimos la evolucién cuintica de
n; = 18 iones atrapados sometidos a n, ~ 15,000 pulsos laser. Estos es-
tudios fueron los primeros en los cuales se investigaba la evolucién de una
computadora cuantica basada en una trampa de iones ejecutando un algorit-
mo considerablemente complejo (debido a la gran cantidad de operaciones).

El algoritmo de factorizacién de Shor es, a esta altura muy conocido. El
problema a resolver es, dado un nimero N € N que es el producto de dos
enteros desconocidos p y ¢ hallar dichos factores. Aunque el problema parece
trivial, hasta el dia de hoy el mejor algoritmo de factorizacion estd basado
en el ‘Sieve Numérico’ (ver [Knuth81], [Silverman02]) y es exponencial en N.
Segiin [RSA02], para poder factorizar un nimero de 310 digitos decimales con
este algoritmo necesitariamos aproximadamente el equivalente a 342,000,000
computadoras Pentium de 500 MHZ con 170 Gb de memoria (cada una!)
trabajando durante un ano sin parar. Esta cifra es bastante ilustrativa para
mostrar la dificultad de factorizar nimeros grandes. Aunque factorizar enteros
parece una tarea bastante inutil la realidad es que en la actualidad es de gran
importancia: la seguridad del algoritmo mas utilizado hoy en dia en todo
el mundo para sistemas de encripcién con clave piiblica estd basada en la
imposibilidad de factorizar enteros grandes. Todas las transacciones seguras
que se utilizan en la web hoy en dia y las comunicaciones via ‘secure shell’
(ssh) utilizan el algoritmo de encripcién desarrollado por Rivest, Shamir y
Adleman (RSA) de encripcién con clave piiblica.

3.4.1. Factorizacién cuantica

El algoritmo que encontré Shor utiliza una computadora cuantica para
factorizar el nimero N resolviendo un problema equivalente: encontrar el
orden 7 de un numero y. Es decir, el menor entero r tal que y" = 1 mod V.
Para resolver este problema se utiliza una computadora cudntica que encuentra
la periodicidad (de una manera eficiente, es decir, polinomial en el nimero de
bits de N) de una funcién F(e) : Z — Z. En el algoritmo de factorizacidn:
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F(a) =y* mod N (3.12)

donde y, N € Z son dados. Para encontrar los factores de N uno elije
un y al azar e inicia la computadora en el estado |¥g) = % Zg;é |7)110)2.
Aqui, |7)1,2 representan dos registros de la computadora cuyos estados estdn
definidos por la representacién binaria de j (¢ que debe estar entre N2 y
2N?). Si a este estado le aplicamos la transformacién unitaria que mapea
el estado [j)1]0)2 en |j)1]y’ mod N)s, el estado de la computadora resulta:
|¥,) = ﬁ Zg;(l) l7}1]z7 mod N),. Si ahora hacemos la transformada de Fou-
rier cuantica al primer registro y lo medimos obtenemos una distribucién P(c)
que da la probabilidad de que dicho registro tome el valor ¢ Esta distribucién
puede ser calculada analiticamente utilizando mecéanica cuantica y resulta una
funcién con picos separados por un miiltiplo de 1/r. Midiendo la distancia
entre los picos uno puede determinar eficientemente r (ver figura 3.2).

.00

qfr [-1/4 g/r

0.0073 -

0.008 |

0.002%

Figura 3.2: Transformada de Fourier del primer registro. El grafico muestra la probabilidad
de medir ¢ en el primer registro. Vemos que es una funcién con picos separados por una
distancia g/r. Conociendo ¢ y la distancia entre picos podemos determinar .

3.4.2. Una implementacién utilizando iones frios

Para poder estudiar los efectos de errores unitarios en dicho algoritmo nece-
sitamos una implementacion fisica para nuestra computadora cuantica. Aqui
asumiremos que la computadora utiliza la propuesta de Cirac y Zoller [Cirac95|
debido a que varios grupos experimentales estan el proceso de construirlas. En
esta implementacién cada qubit es almacenado en los niveles internos de un
ion. Los mismos estan atrapados en una trampa lineal y enfriados con laser
al nivel fundamental traslacional. Dos estados de larga vida media |g) y |e)
de cada ion juegan el papel de estados computacionales. Cada ion es accedido
utilizando un laser y es posible generar oscilaciones de Rabi entre los estados
computacionales sintonizando la frecuencia del laser a la diferencia hw entre
el estado fundamental |g) y el excitado |e). En este caso el estado cuantico de
cada qubit evoluciona como |¥(t)) = U(t)|¥(0)), donde la matriz U(t) en la
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base (|g), |e)) es:

cos QU —ie~®sin Ot
U) = ( —ie'® sin cos (i ) (3.13)

Controlando la frecuencia de Rabi 2, la fase @ y la duracién ¢ del pulso,
se pueden implementar operaciones arbitrarias de un qubit. En el apéndice
A se muestra con mas detalle como hacer operaciones de dos qubits pero
esencialmente se ve que dichas operaciones se pueden hacer con una serie de
evoluciones similares a la mostrada en (3.13). Es claro que si la intensidad o
la fase del ldser fluctian, dichas variaciones modificaran la frecuencia Q2 o la
fase ¥ introduciendo errores en la evolucion. Nos interesa estudiar el efecto
de dichos errores unitarios en la evolucién de nuestro algoritmo.

3.4.3. El circuito para factorizacion

Podemos dividir en tres etapas fundamentales al programa cuantico nece-
sario para factorizar un nimero NNV: i) la preparacién del estado inicial, ii) la
exponenciaciéon modular y iii) la transformada de Fourier cuantica. La genera-
cién del estado inicial es trivial: basta con generar el estado |0) = |0)®...®|0)
y aplicarle una Hadamard a los primeros 2L qubits (al primer registro). El
resultado de esta operacién es el estado:

|Wo) = — Z 17)1]0)2 (3.14)

S,_.
L=

o,

Il

o

con q = 22L,

La transformada de Fourier cudntica (el paso iii.) es ligeramente mas
complicado. Coppersmith [Coppersmith94] encontré un circuito simple que
implementa la operacién utilizando O[poly(logg)] compuertas. Para el caso
de factorizar N = 15 éste niimero es mucho mas chico que el nimero de com-
puertas necesarias para la exponenciacién modular por lo que no simularemos
errores en ella. Lo mismo haremos con las operaciones necesarias para generar
el estado inicial.

Sin duda la parte méas complicada del algoritmo de Shor (en términos
de circuitos) es la exponenciacién modular. En [Miquel96] se describe con
todo detalle la implementacién de dicho circuito. Aqui presentaremos la idea
general y algunas modificaciones que hicimos para utilizar menos qubits.

En la figura 3.3 vemos un diagrama esquematico del circuito y cémo es
el resultado de aplicarlo al estado |a,0). Para calcular ¥* mod N conviene
expresar al nimero a en base 2. En esta notacién a = Zfi’g' 1 a;2* donde a;
son 0 o 1. Si escribimos y* mod N usando la expansion de a en notacién
binaria vemos que:
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2L+1

y¥*mod N = y[21=° 2] mod N
= @) @) @)@ mod N (3.15)

Como los a; son cero o uno, ésta idltima expresidon sugiere que para poder
hacer exponenciacion modular, basta con ser capaz de hacer un circuito que
multiplica su entrada por y? (mod N) controlada por cada uno de los bits
del registro a. Cada uno de estos multiplicadores toma como entrada un
ket en el estado |ctl,y) y tiene como salida el ket |ctl, (CY - y)) (es decir: y
multiplicado por C) si el bit de control es 1 o |ctl,y) si el bit de control es
0. En la figura 3.3 se puede ver el circuito de exponenciacion formado por los
distintos circuitos multiplicadores. Cada uno de ellos tiene como control un
bit del primer registro de la computadora y como constante de multiplicacién
aymod N, y2 mod N, y* mod N, etc.

a, T a,
az . 4 a,
a,, L a_,
a, T a,
1 — 2 z2 — — 2 Z2 — =
k= k-
o | ¢ 2 N
o ] byt o [ T IN -N [ IE

Figura 3.3: La exponenciacién modular se puede reducir a una secuencia de multiplicaciones
controladas ( mod N). Cada circuito multiplica, controladamente por el bit a; la entrada

v L]
por el niumero y° mod N.

Para ver como se implementa el circuito de multiplicacién se puede seguir
un procedimiento andlogo al usado para derivar (3.15) pero para la multiplica-
cién. Si escribimos la entrada al circuito de multiplicacién como I en binario
el resultado es:

L
C-Imod N = C-ZI,Q" mod N
1=0
L .
= ZI,- .(2*- C mod N) mod N (3.16)
1=0

Nuevamente como los I; sélo pueden ser 0 é 1 vemos que la multiplicacién
se puede escribir como una sumatoria de L términos. Cada término aparece
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multiplicado por I; y por lo tanto se puede re-interpretar como que vamos ha-
ciendo sumas controladas por los I; (médulo N). En otras palabras: podemos
descomponer la multiplicacién en una serie de cajas, cada una de las cuales
toma como entrada un nimero y le suma (2¢ - C mod N) mod N si el control
es 1 o lo deja igual si el control es 0.

Es importante recordar que la operacién de multiplicacién es médulo N.
Esto implica que, cada una de las sumas también debe ser médulo N. Sin
embargo resulta que sumar médulo N es ligeramente mas complicado que
simplemente sumar. Para ello lo que hay que hacer es primero sumar los
numeros, luego comparar si el resultado es mayor (o menor) que /V y finalmente
restar N si hace falta. En [Miquel96] se muestra todo el proceso para la suma
mod N.

Para poder simular la factorizacion de un nimero de L bits hace falta,
ademas de los 2L + 1 qubits del primer registro y los L bits para el segundo
registro del algoritmo de Shor, qubits de trabajo. Dichos qubits se utilizan
como almacenamiento temporario y tienen que partir de un estado de refe-
rencia y terminar en el mismo estado para poder factorizarlos del estado de
la computadora. Debido a que la simulacion de un sistema cuantico crece
exponencialmente con el nimero de bits es 1itil minimizar el nimero de qubits
temporarios para poder hacer la simulacién. Para ello utilizamos un circuito
modificado de suma que no utiliza bits de trabajo (como lo hace el presentado
en [Miquel96)). Resulta que es facil hacer un circuito que suma uno al registro
de entrada y que no necesita bits de trabajo. En la figura 3.4 se ve dicho
circuito. Es facil ver que si escribimos la entrada en notacion binario obtene-
mos, a la salida, el mismo nimero mas 1. La desventaja de este circuito es
que necesita compuertas controladas por mucho qubits. Sin embargo, dichas
compuertas son muy sencillas de implementar utilizando la computadora de
Cirac y Zoller por lo que no representa una limitacién. Para sumar un nimero
que no sea uno basta con observar que también se puede hacer circuitos que
suman 2, 4, etc. Por ejemplo, para sumar 2 a la entrada basta con obviar
todas las operaciones en el bit menos significativo. Para sumar 4 obviamos las
operaciones en los 2 bits menos significativos y asi siguiendo.

Para realizar la exponenciacién modular necesitamos 4L 4+ 2 qubits: L
bits almacenan el resultado mientras que L + 2 bits son usados como bits
temporarios. Si le sumamos los 2L bits necesarios como primer registro de
la computadora queda un total de 4L + 2 qubits. Para factorizar N = 15
necesitamos 18 iones pero ademés hay un qubit adicional (sistema de dos
niveles) que representa los grados de libertad traslacionales del centro de masa.
Aqui estamos truncando el oscilador arménico quedandonos con los primeros
dos estados: el fundamental y primer excitado. Claramente es fundamental
que el sistema esta muy bien aislado térmicamente para no excitar al centro de
masa a estados con mas de 1 fonén. La operacion de exponenciacién modular
requiere del orden de O(10)L® operaciones elementales (compuertas de 1 y 2
qubits). En definitiva: se simularon 18 iones de 2 niveles sometidos a 15,000
pulsos laser (~ 10 pulsos resonantes y 4 x 103 pulsos fuera de resonancia). Los
primeros ocho iones almacenaban a, los préximos 4: y® mod N y los 1ltimos
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Figura 3.4: a) Circuito que suma 1 a la entrada. En la figura vemos el circuito aplicado al
nimero 23 (10111 en base 2). Para sumar numeros mds grande se combina con circuitos
que suman potencias de 2. Por ejemplo, en la figura b) se muestra un circuito que suma
5. Estos modelos de sumadores tienen la ventaja de no usar bits extras de trabajo aunque
requieren de compuertas con muchos controles.



6 se usaban como bits temporales.
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Figura 3.5: Esquema general del circuito usado para simular el algoritmo de Shor. La
computadora tiene tres registros: en el primero se almacena a, en el segundo y® mod N
(después de aplicar el circuito de exponenciacién modular) y el tercero se usa para almacenar
bits de trabajo.

3.4.4. Resultados de las simulaciones

Para estudiar los efectos de errores unitarios simulamos el algoritmo de
factorizacion asumiendo que la duracién de los pulsos y su fase sufrian fluctua-
ciones. Asumimos que 2t y ® son variables Gaussianas aleatorias distribuidas
con media € y dispersién o. En la figura 3.6 a) se ve la probabilidad conjunta
de que los dos registros de la computadora tomen el valor (a,z) antes de im-
plementar la transformada de Fourier (la figura 3.6 b) muestra P(c) después
de la transformar Fourier). Para el caso en que no hay errores sistemdticos
(€ = 0) es claro que una dispersién de tan sélo el 5% es suficiente para borrar
cualquier periodicidad. En [Cirac95] se muesté que con el 5% de error en
los pulsos todavia se obtienen buenos resultados. Desgraciadamente nuestros
resultados muestran que no ocurre en el caso de la exponenciacién modular
debido a la gran cantidad de pulsos necesarios para su implementacion.

Como menciondbamos hacia el principio del capitulo, la fidelidad es una
buena medida para cuantificar los efectos de los errores en la ejecucién del algo-
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Figura 3.6: a) Probabilidad para la medicién de los dos registros de la computadora.
Después de la exponenciacién modular, si no hubo errores (o = 0), la computadora deberia
estar en una superposicién de la forma: |7)|y mod N). Como en la figura y = 7, los tnicos
estados presentes deberian ser: [0)|1), [1)|7), |2)|4), etc. Si observamos el caso con errores
(o = 5%) vemos que no tienen ninguna similitud con la correcta. b) Probabilidad de medir
un valor en el primer registro después de la transformada de Fourier para ¢ = 0,1 y 5%.
Para el Gltimo caso toda la periodicidad se perdié y se obtiene una distribucién uniforme.

ritmo. En la figura 3.7 se muestra la fidelidad del estado al final del circuito de
exponenciacién modular en funcién de la dispersién. Los resultados numéricos
son bien aproximados utilizando un modelo simple en el cual asumimos [ qubits
independientes cada uno sometido a n/l pulsos con error. Tratando al centro
de masa de manera diferente pues recibe mayor cantidad de pulsos que el resto
de los iones y promediando sobre una distribucién Gaussiana de dispersiéon o
se obtiene la siguiente expresion para la fidelidad promedio:

B l% (1 N e_zmaz/z)]‘ [é (1 +e_202ncm)] ’ (3.17)

donde ny es el numero total de pulsos y n., el numero de pulsos que
afectan el centro de masa. Esta misma férmula, ahora vista como funcién de
n (y parametrizada para distintos valores de la dispersién) concuerda con la
observacién de la fidelidad como funcién del tiempo.

La férmula (3.17) se puede usar para hacer una estimacién de qué precision
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necesitamos para lograr hacer un numero de operaciones n. Si usamos que
para el algoritmo de Shor el nimero de qubits necesarios es proporcional al
numero de bits L del nimero a factorizar (! = aL) y el niimero de operaciones
proporcional a n = bL® podemos usar estos datos en (3.17) y pedimos tener
una fidelidad F al final del cémputo obtenemos:

In F
o ~v -t (3.18)
n

donde hemos supuesto que |l%§| & 1. Es decir: el error permitido o

escalea como 1/y/n ~ 1/L%/2, es decir, es polinomial con el tamaiio del nimero
a factorizar (y con el nimero de operaciones a realizar). Esto es importante
pues si la dispersién fuese exponencial estariamos en serias dificultades.

También, como habiamos mencionado es interesante estudiar el espacio
explorado por el algoritmo debido al efecto de los errores. Para ello calculamos
la entropia lineal (ecuacién (3.11)) promediando con la distribucién de errores
y obtenemos:

Sin =41 — log, [(1 +eima /i 4 e_4"°“‘°'2)] . (3.19)

Esta estimacién utilizando el modelo simple propuesta anteriormente mues-
tra que, para dispersiones de poco mas del 3-4% la computadora explora todo
el espacio de Hilbert disponible. Desafortunadamente no es viable comprobar
esta formula experimentalmente pues requiere de demasiadas corridas ya que,
con cada evolucién obtendriamos un estado ortogonal (si nuestra estimacién
es correcta) a los anteriores y debido al enorme tamano del espacio de Hil-
bert, necesitamos hacer del orden de 2!8 corridas para tener suficientes datos
numéricos.

“idelity -
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Figura 3.7: Fidelidad como funcién de la dispersién o del ruido (para € = 0) al final del
circuito de exponenciacién modular usado para factorizar N = 15 (con ¢ = 256 e y = 7).
La linea de puntos es la estimacién que se obtiene usando el modelo sencillo descripto en
el texto con ny = 1.5 x 10 y ncm = 10 en la ecuacién (3.17).
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3.5. Cddigos de correccion

Los estudio presentados en la seccidon anterior claramente muestran que
va ser muy dificil hacer cualquier cédlculo complicado (y 1til) con una compu-
tadora cuantica a menos que podamos encontrar alguna manera de corregir
los errores que se generan a medida que la computadora evoluciona. Si a
los errores unitarios le sumamos los efectos del entorno es claro que debe-
mos encontrar una estrategia para combatir los errores. Histéricamente, el
primer paso fue atacar el problema de errores generados por la interaccién
entorno-computadora. Para ello se desarrollo la teoria de cédigos de correc-
cién cudntica. Aqui haremos un resumen de dicha teoria para senalar nuestra
contribucién a ese campo.

3.5.1. Cédigos de correccién de errores cldsicos

La mejor manera de entender los cédigos de correccién cudntico es empezar
por introducir sus parientes clasicos. Supongamos que tenemos un bit clasico
b que queremos proteger del entorno que, debido al ruido, con probabilidad p
invierte su estado después de un tiempo ¢. Es claro que no podemos simple-
mente almacenar informacién en un conjunto de estos bits pues, después de un
tiempo t varios de ellos pueden cambiar de estado sin nosotros darnos cuenta.
;Habra alguna manera de proteger la informacién almacenada alli? La res-
puesta es afirmativa pero para ello debemos utilizar cédigos de correccién. El
ejemplo mas sencillo de un cédigo de correccion es usar redundancia de la ma-
nera mas directa. Por cada bit b de informacién que queremos almacenar en la
memoria defectuosa copiamos el estado en varios bits: (i.e. b — (b,b,...,b)).
Después de algun tiempo t algunos de estos bits habran sido invertidos debido
al efecto del entorno. La manera mas burda de recuperar la informacién es
hacer un “voto por la mayoria”, es decir, vemos cuantos de los bits estan en 1
y cuantos en 0 y decidimos que el bit serd 0 (o uno) dependiendo del resultado
de la votacion. Claramente este procedimiento serd exitoso si la probabilidad
p de inversion es suficientemente chica. Para ser un poco mas cuantitativos
supongamos que hacemos tres copias del bit b. La probabilidad de que nin-
guno de los bits cambie es P(todo igual) = (1 — p)3, la de un bit invertido
es P(1 bit) = 3p(1 — p)?, la de dos bits P(2 bits) = 3p?(1 — p) mientras que
la de que los tres bits cambien es P(3 bits) = p®. Si no usamos redundancia,
la probabilidad de que el bit este en su estado correcto después de un tiem-
po t es 1 — p mientras que si usamos este procedimiento, la probabilidad de
mantener la informacién intacta pasa a ser 1 — 3p? — 2p% = 1 — O(p?), que
es mas cercana a 1 para p suficientemente chica. Es decir, hemos mejorado
de esta manera la probabilidad de obtener el resultado original almacenado
en la memoria. Hay una gran variedad de métodos mas eficientes de codifi-
car d bits en n portadores y existen libros enteros que estudian los cdédigos de
correccién [MacWilliams77). Sin embargo, este ejemplo muestra como utilizan-
do redundancia podemos mejorar la probabilidad de que nuestra informacién
permanezca intacta.



—

3.5.2. Cédigos de correccién cuanticos

La proxima pregunta a hacerse es si sera posible utilizar la misma idea del
codigo presentado antes para el caso cuantico. A primera vista parece impo-
sible pues es bien sabido [Wooters82] que es imposible clonar un bit cudntico.
Ademas para poder hacer la votacién debemos hacer una medicién sobre nues-
tros bits que haria colapsar la funcion de onda destruyendo la informacion al-
macenada alli. Sorprendentemente para muchos fisicos, Peter Shor mostré que
era posible proteger la informacion cuantica lo que dispar6 un gran interés en
encontrar codigos cuédnticos y estudiar sus propiedades. Para muchos mas de-
talles de lo presentado aqui ver {Gottesman00, Gottesman96, Preskill98] aqui
i nos limitaremos a presentar las ideas mas sencillas.

3.5.3. Ejemplo sencillo: 3 qubits contra errores tipo Z

Como vimos antes, el menud de errores posibles es mucho mas amplio en
el caso cuantico. Supongamos ahora que tenemos un qubit ¢ que queremos
almacenar en un registro y la interaccién con el entorno es modelada correc-
tamente por el canal depolarizante presentado en la seccién 3.2.2. El estado
inicial pin = |¢0)(¥o| (donde |¥o) = a|0) + 5|1)) evoluciona, después de un
tiempo t de estar en contacto con el entorno a:

ﬁin - ﬁout = (1 - p)ﬁin + pZﬁinZ. (320)

Es facil calcular la fidelidad del proceso y demostrar que se cumple que:
F(piny Pout) = 1 — 4p|afB|?. Vemos que la fidelidad depende linealmente de
la probabilidad p en forma similar a lo que pasaba en el caso clasico. Ahora
mostraremos que utilizando un cédigo de correccién cuantica es posible obtener
una fidelidad que difiere de 1 cuadraticamente con p.

Como en el caso cldsico usaremos tres qubits para codificar la informacién
de nuestro bit ¢ de una manera muy sutil. La idea principal consiste en
codificar los estados légicos 0 y 1 en estados entrelazados de tres qubits de
manera que si alguno de los portadores sufre un error el estado logico es
mapeado en sub-espacios ortogonales (uno por cada tipo de error). Una vez
que se produjo el error es posible medir en qué sub-espacio bidimensional
quedo el sistema y saber qué error se produjo. Concretamente, definamos los
siguientes estados en el espacio de Hilbert del sistema de 3 qubits:

0y, = %(|000) +1011) + |101) + |110)) (3.21)

1)L

2 (1111) +1100) + 010) + [o0D))

que generan el sub-espacio logico Hy de dimension 2. El primer paso en
cualquier cédigo de correccién consiste en mapear el estado del qubit a un sub-
espacio en un espacio de dimensién mayor. Esto se logra mediante un circuito
que mapea el estado |¢p) = a|0) + B|]1) — «a|0)L + B|1)L. Los estados |0},
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y |1)L estan elegidos cuidadosamente para que tengan la siguiente propiedad:
cuando le aplicamos un operador error (es decir, le aplicamos un operador Z
a cualquiera de los portadores) obtenemos estados que son perpendiculares
entre si. Es fdcil ver que los siguientes estados son todos perpendiculares:
|0)L L Z;|0)z L |1)z L Z;|1); para i = 1,2,3. En otras palabras: los dos
vectores légicos {|0)z,|1)L} y sus “descendientes erréneos” forman un conjunto
de 8 vectores ortogonales que forman una base del espacio de Hilbert de 3
qubits. El espacio de Hilbert es descompuesto de esta manera en cuatro sub-
espacios bidimensionales ortogonales (ver figura 3.8). Como consecuencia,
existe un observable que podemos medir para determinar en cual de los 4 sub-
espacios est4 el vector. Midiéndolo podemos ver qué error se produjo (ninguno,
21,250 23) y podemos recuperar el estado original.

Subespacilo logico

!

00 01
zl
il DN
N
z, \\
10 1

H

Figura 3.8: El espacio de Hilbert es dividido en cuatro sub-espacios ortogonales de dos
dimensiones cada uno. Un sub-espacio estd generado por los estados [0). y [1).. Los otros
se obtienen aplicando un operador Z; sobre cada uno de los 3 portadores.

Para completar la descripcion basta mostrar los observables que debemos
medir para determinar el error. Para ello debemos mirar las simetrias que
exhiben los estados l6gicos de (3.21). Es claro que son auto-vectores de los
siguientes operadores: Ml =X 15( 2y Mg =X 2)2’ 3 con auto-valor +1 (el estado
|0}, es superposicién homogénea de estados que tienen un nimero par de unos
mientras que |1) tiene sélo estados con un nimero impar de unos; por lo que
son invariantes si invertimos dos bits simultdneamanete que es lo que hacen
Ml y Mz) También es facil verificar que Ml y M, son hermiticos, con auto-
valores 1 (pues Mf = 1) y conmutan entre si. También se puede ver que
los descendientes erréneos del sub-espacio logico son auto-vectores de Mi. Por
ejemplo, el sub-espacio Z; Hy, esta formado por una combinacion lineal de los
vectores {Z,|0)1, Z,|1)1} y son auto-estados de M; y Mj con auto-valor —1.
Esto es consecuencia de que el operador error Z; anticonmuta con M, y M, por
lo que transforma auto-estados de M; en otros auto-estados con distinto auto-
valor (si Mi|@) = |¢) entonces M;Z;|¢) = —Z1|¢)). Por lo tanto, si nuestro
objetivo es saber a cual de los cuatro sub-espacios un estado pertenece tenemos
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que medir My y Ma. El resultado de la medicién es un par de nimeros que
son £1 (los auto-valores de M y Mz) y cada uno de los cuatro pares posibles
(conocidos como sindromes) que identifican univocamente cada uno de los
cuatro sub-espacios: Hy corresponde al par (+1,+1), Z;H[ corresponde a
(-1,-1), Z2Hy a (—1,+1) y finalmente a Z3H le corresponde (+1, —1).

Es interesante pensar qué tipo de procedimiento fisico debemos seguir pa-
ra medir los observables M;. Como vimos, los operadores son productos de
operadores de Pauli. Sin embargo, es muy importante medir estos observables
sin medir individualmente los factores que aparecen en estos productos‘ En
nuestro caso debemos medir el producto Ml X 1X2 y M2 = Xng pero no lo
podemos hacer simplemente midiendo cada X; por separado. Si hiciésemos eso
estariamos midiendo un conjunto completo de observables y harfamos que el
sistema colapse en un estado. Para poder hacer correccién de errores debemos
ser capaces de obtener suficiente informacion para determinar el sub-espacio
pero no romper la coherencia que existe dentro del sub-espacio (jque tiene
nuestra informacién tan valiosa sobre ¢!). En otras palabras, queremos que la
medicién proyecte el estado en alguno de los sub-espacios bidimensionales y
no que la colapse en un rayo del espacio.

Aunque pueda parecer complicado medir los operadores M; en [Pringe97]
Pringe muestra como disenar sistematicamente circuitos para medir conjuntos
de operadores formados por productos de operadores de Pauli. Para mos-
trar que es posible hacerlo basta estudiar un poco el circuito de la figura
3.9. Si llamamos D al operador que representa ese circuito se puede verificar
que Z;D = DM, (ver [Pringe97] para una técnica eficiente de verificar dicha
igualdad). Esta identidad quiere decir que si |¢) es un auto-vector de M, con
auto-valor m; entonces D|¢) es un auto-vector de Z» con auto-valor m,;. Por
lo tanto, si le aplicamos D a |¢) y medimos el valor del segundo qubit (es
decir, medimos Z,) entonces estamos en efecto midiendo M;. Anslogamente,
se puede verificar que Z3D = DM, y por lo tanto, midiendo el estado del
tercer bit estamos midiendo Mz.

Para recuperarse de un error debemos hacer una operacién simple al qubit
restante (el primero en nuestro caso). Este qubit contiene el estado cudntico
a almacenar a menos de una transformacién unitaria. Para averiguar co-
mo recuperarse del error debemos ver cual es el efecto del circuito sobre
los errores mismos. Usando las técnicas de [Pringe97] es fécil verificar que:
Z1X2X3D DZl, XgD DZz, X3D D23 Estas identidades tienen la
siguiente interpretacion. Veamos a modo de ejemplo la primera: si le aplica-
mos Z; al estado codificado y luego lo pasamos por el circuito decodificador
esto es equivalente a agarra el estado codificado, pasarlo por el decodificador
(lo que dejaria los qubits 2 y 3 en el estado |0)), luego invertir los dos qubits
(X 1 X2) y aplicarle Z al primero. Al hacer una medicién sobre los qubits
2 y 3 obtendriamos 1 y en el qubit 1 el estado almacenado a menos de una
operacién Z. Es decir, si nuestro sistema sufrié un 2, al pasar por el circuito
decodificador veriamos los bits 2 y 3 invertidos y sabemos que hubo un Z; por
lo que le aplicamos Z, al primer qubit y re-obtenemos el estado original (sin
saber cual es!). Andlogamente, si ocurrié un error Z5 0 un Z3 las identida-
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des nos dicen que cambiaron los bits 2 y 3 pero no debemos hacer nada para
recuperarlo pues el primero qubit no fue modificado.

H +

=/

Figura 3.9: Circuito usado para medir los operadores M, y M,. Midiendo el valor de 2 y
Z3 obtenemos los auto-valores de M, 2.

En resumen, el procedimiento de correccion de errores es el siguiente: (1)
ponemos el primero qubit en el estado «|0) + B|1) y los bits 2 y 3 en |0).
(2) Pasamos este estado por el circuito inverso a D para obtener el estado
codificado ¢|0)r + B|1) L. (3) dejamos que el sistema interactué por un tiempo
en el cual puede ocurrir uno de los 4 posibles errores: I o Z;. (4) pasamos
el estado por el circuito decodificador D. (5) medimos los bits 2 y 3. Si
obtenemos el autovalor —1 en ambos bits le aplicamos Z al primer bit. Para
cualquier otro valor no hacemos nada. Después de este procedimiento hemos
recuperado el estado original (sin nunca enterarnos cual era!). Si queremos
almacenarlo por mas tiempo debemos re-inicializar los bits 2 y 3 y repetir
el procedimiento. Este efecto de borrado es responsable de deshacerse de
la entropia generada por los errores. En [Nielsen98| se discuten aspectos muy
interesantes sobre la relacién que hay entre la segunda ley de la termodindmica
y el proceso de correccidon de errores.

En el caso discutido hasta este momento consideramos lo que puede pasar
si ocurre un unico error. Una situacion mds realista debe incluir el efecto de
mads de un error. Cuando ocurren maés errores el cddigo ya no los puede corregir
y por lo tanto el estado se degradara. Para calcular este efecto supongamos
que un error Z ocurre con probabilidad p. Es facil convencerse que si esto
ocurre, la matriz densidad a la salida del canal es:

ﬁout = (1 - p)aﬁin + p(l - P)2 Z ZiﬁinZi (3'22)
i

+ p*(1-p) Z Z:ZipinZiZj + p° 21 Z2Z3pin 21 22 23
i)

Si ahora aplicamos correccidn de errores a esta matriz densidad es claro que
los primeros dos términos de dicha expresién seran proporcionales a p;,. Este
procedimiento, al igual que en el caso de cddigos cldsicos elimina el término
proporcional a p. Si ahora calculamos la fidelidad del estado después de ser
sometida al proceso de correccién de errores vemos que ahora es cuadratica en
p- Aplicando la técnica de correccidén de errores hemos disminuido la proba-
bilidad de tener un error.
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3.5.4. Un paréntesis histérico

En nuestro modelo simple hemos sélo permitido errores tipo Z. Es claro
que en la realidad aparecerdn otros tipos de errores asociados a las matrices de
Pauli X (inversiones) e Y (inversiones + cambio de fase). Afortunadamente
es posible combatir estos tipos de errores (y también errores unitarios que se
escriben como combinaciones lineales de la identidad y los tres operadores de
Pauli) utilizando técnicas similares a la mostrada como ejemplo.

Quizas convenga hacer un paréntesis parar hablar en este punto un poco
acerca de la historia de los cédigos cuanticos de correcciéon. Como ya dijimos,
Shor [Shor95] fue el primero en proponer un cédigo de 9 qubits que protegia un
bit l6gico de todos los errores posibles (X YyZ ). Para mas 0 menos la misma
época A. Steane [Steane96a), [Steane96b] introdujo un cédigo que protegia un
qubit en 7 qubits. Sin embargo, se sospechaba que debia existir un cédigo aun
mas chico que proteja un qubit contra cualquier tipo de errores. Un argumento
para entender esto es el siguiente: debido a que los sub-espacios destinados
a cada tipo de error deben ser ortogonales (si suponemos que el cédigo es
no-degenerado: es decir, dos errores no mandan a nuestro vector al mismo
sub-espacio) el espacio de Hilbert tiene que ser lo suficientemente grande para
contener a todos estos sub-espacios. Si tenemos 3 tipos de error por cada
qubit, necesitamos en total 3n + 1 sub-espacios bidimensionales, ortogonales
(donde n es niimero de qubits del c6digo y el 1 aparece para el sub-espacio de
ningin error). Para que estos sub-espacios entren en un espacio de dimensién
2" debe satisfacerse que:

2(3n + 1) < 2" (3.23)

El minimo n que satisface la desigualdad (de hecho la satura) es n = 5. Este
concepto se puede generalizar: si queremos codificar k bits en n portadores
y protegerlos contra errores en, como maximo t qubits simultaneamente, se
debe satisfacer la siguiente desigualdad de la cual (3.23) es un caso particular:

t
2k 5" 3 ( ’; ) <om (3.24)
=0

Ese mismo ano nuestro grupo en colaboracién con investigadores de Los
Alamos encontré el cédigo de 5 qubits [Laflamme95]. Mds 0 menos de manera
simultdnea Bennett y DiVincezo, usando técnicas totalmente distintas encon-
traron un cédigo también equivalente de 5 qubits. Para encontrar los estados
logicos del cédigo de 5 bits propusimos como estados l6gicos combinaciones
lineales de 8 kets que obtuvimos del cédigo de Steane de 7 bits omitiendo dos
qubits. Los coeficientes de la expansién serian +1 lo que limita a 28 al nimero
de estados logicos posibles. Para determinar cual es la combinacién adecuada
escribimos un programa que recorria cada una de los posibles estados légicos
y verificaba si satisfacia las condiciones de ortogonalidad. Es decir, verificaba
si los estados 16gicos definidos con una dada combinacién de X1, al aplicarle
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cada uno de los posibles 15 errores era mapeado en un sub-espacio ortogo-

nal a todos los demas. Sorprendentemente el programa rapidamente encontrd
numerosos estados que satisfacian estos criterios, uno de los cuales era:

|0), = —|00000) + 01111
+{00110) + 01001
~|11111) + |10000
+]11001) + |10110

— 10011) + |11100) (3.25)
+ [10101) + |11010)
+ |01100) — |00011)
— |01010) — |00101)

1973

LR R BN )

Es un poco aburrido pero trivial verificar que, si aplicamos los operadores
X;, Yi 0 Z; a cada uno de los cinco qubits i obtendremos estados que son todos
ortogonales. También en [Laflamme95] mostramos que es posible escribir un
circuito para obtener éstos estados. El mismo tenia una propiedad que ninguno
de los métodos de correccion de errores introducidos hasta el momento tenia:
el circuito codificador y el circuito usado para detectar los errores eran uno
el inverso del otro. Ahora sabemos que siempre podemos disenar el circuito
codificador de manera que su inverso sea el que reconoce los errores. En la
figura 3.10 vemos el circuito codificador/decodificador.

Figura 3.10: Circuito usados para generar los estados légicos |0} y |1). del cédigo de
5 bits. R es la operacién que mapea [0) — (|0} + [1))/v2y |1) — (|0} — |1))/V2. Los
elementos con una x corresponden a un no controlado (donde el control es un circulo lleno);
si el control es 1 el bit que tiene una x es invertido. Los elementos con = son operaciones
que le agregan una fase —1 si los controles son 1 (o 0 si el control tiene un circulo hueco).

El circuito funciona de la siguiente manera: se ponen todos los qubits de
entrada en el estado |0) salvo el |Q) donde almacenamos el estado a proteger
(por ejemplo, al|0) + 8|1)). Al aplicarle dicho circuito obtenemos el estado
al0), + B|0)r. Si ahora le aplicamos cualquier operador de error a alguno
de los 5 qubits (es decir, aplicamos X, }7, o} Zi a algin qubit) obtenemos el
estado erréneo. Dicho estado se puede pasar ahora por el circuito inverso (que
no es otra cosa que aplicar las mismas compuertas del circuito codificador en
orden inverso debido a la reversibilidad de cada una de ellas). A la salida del
circuito decodificador obtendremos un estado que tiene cuatro qubits con un
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patrén de 1s y Os que son el sindrome (es decir, me dicen cual de los 15 errores
posibles se se le aplicd) y el quinto qubit |@’) (en el medio) tiene un estado que
es Uerr (@|0) + B]1)) donde Uerr es un operador unitario conocido que depende
del error. Para restaurar la informacién almacenada en el qubit logico hay que
medir el sindrome y aplicar UJ" a |@’). La lista completa de sindromes y y
operaciones de restauracion estan resumidas en la tabla 3.1.

Como vemos, la manera en la que llegamos al cédigo de 5 qubits no es muy
sistematica. Hasta este punto todos los cdédigos se obtenian de manera mas
bien artesanal: se entendia la idea de usar sub-espacios ortogonales y se utili-
zaban muchas ideas de cédigos de correccién clasicos. Recién al afio siguiente,
Gottesman [Gottesman96] y Calderbank et. al. [Calderbank96] introdujeron
el formalismo de estabilizadores que presentaremos a continuacién y que hoy
en dia se usa continuamente. La idea principal era la de reconocer que lo que
caracterizaba al cédigo no eran los estados l6gicos sino los operadores cuyos
auto-estados eran los estados légicos. Dichos operadores son lo que se conoce
como el estabilizador del cddigo.

Error Sindrome Estado erréneo
la’t'c'd’) Q")

I 0000 a[0) + A|1)
Ys 1101 —a|l) + 6|0)
Y: 1111 —a|0) + B]1)
X 0001
Z3 1010 al0) — A]1)
Zs 1100
Ya 0101
Xs 0011
Z 1000 —al0) — A|1)
Zs 0100
Z4 0010
X 0110
X3 0111
X4 1011 —a|l) — B|0)
Y 1110
Vs 1001

Tabla 3.1: Tabla de sindromes y las correspondientes operaciones que hay que hacer para
restaurar la informacién almacenada para el cédigo perfecto de 5 qubits.
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3.5.5. Formalismo de estabilizadores

Presentaremos aqui el formalismo de estabilizadores que describe una am-
plia gama de familias de codigos de correcciéon como el presentado en el capitulo
anterior. Seguiremos a [Paz98) en la presentacién. Vamos a considerar cédigos
que protegen k qubits codificandolos en n portadores. El espacio l6gico Hy, es
un sub-espacio de dimensién 2* del espacio total de Hilbert de dimensién 2".
H,. es un producto tensorial de n espacios bidimensionales y tiene como base
natural a productos tensoriales de cada uno de los n portadores de informa-
cién. Esta es la llamada “base fisica” que se puede formar por los auto-estados
de los operadores {21, ey Zn} (por conveniencia vamos a etiquetar a la base
no por los auto-valores de los operadores correspondientes que son 1 sino
por los auto-valores de los proyectores sobre el sub-espacio —1 que son 0 o 1:
es decir, la etiqueta z; = 0 (z; = 1) corresponde al auto-valor +1 (—1) del
operador Zj). Por convencion ordenaremos los n portadores de manera que

[ los ultimos k qubits tienen el estado que queremos codificar y los primeros
‘ n — k son utilizados para los sindromes. Con esta convencién, los estados
| de la base fisica son de la forma |s,z})p = |s)p ® |z)p (donde las cadenas
s=(s1,.--,8n—k), 2 =(21,..., zx) guardan el correspondiente auto-valor y el

subindice P identifica la base fisica).

Un cédigo de correccidn es un mapeo del estado |0) p ® |} p sobre el espa-
cio H que esta formado por estados entrelazados de los n portadores. Una
clase general de cddigos es descripto en términos del grupo estabilizador. El
estabilizador de un cédigo es un grupo Abeliano formado por todos los opera-
dores que son productos tensoriales de matrices de Pauli que tienen a ;. como
espacio invariante con auto-valor +1. Cada elemento del estabilizador, que es
un grupo finito con 2"~ elementos, se puede obtener multiplicando apropiada-
mente n — k generadores que denotaremos por Ml, ceey Mn_k. Los elementos
del estabilizador estan completamente degenerados el es espacio Hy (ya que
todos los estados pertenecientes a H; son auto-estados con auto-valor +1 de
todos los M ;). Para definir una base en el espacio del cédigo elegimos k opera-
dores mas L1,. .., L, formados por productos tensoriales de matrices de Pauli
que conmutan con todos los elementos del estabilizador. Estos operadores, I:,-,
t=1,...,k son los “punteros l6gicos” porque definen las direcciones dentro
de H, asociadas con cada uno de los estados |0)y,...,|2¥ — 1), (los punteros
logicos perteneces al grupo de operadores que conmutan con el estabilizador
conocidos como el “normalizador”).

Los n — k generadores del estabilizador junto con los k punteros légicos
forman un Conjunto Completo de Operadores que Conmutadores (CCOC)
cuyos auto-estados forman una base completa del espacio de Hilbert H,,. Los
elementos de la “base logica”, estan etiquetados por n nameros cuanticos y
los denotaremos con |m,!l); donde las cadenas de bits m = (m,,...,m,_x) y
!l = (l1,...,1) identifican los auto-valores correspondientes y el subindice L
denota la base logica. El CCOC formado por los generadores del estabilizador
y los punteros légicos define una prescripcion para descomponer el espacio
de Hilbert original de los n portadores en un producto tensoriales de un sub-
espacio légico £ de dimensién 2F y un sub-espacio del sindrome ) de dimensién
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2"k Los elementos de la base légica (que son estados entrelazados de los
n portadores) son productos tensoriales de estados pertenecientes a £ y ):
m, )y, = |m)y ® |l})L. Los estados codificados, que pertenecen a Hj son
también estados productos de la forma |[¢) = |0). ® 3", arfl) L.

El cédigo protege estados cuanticos frente a errores E, cuya accion sobre
los estados logicos es cambiar el sindrome y, eventualmente, rotar el estado
légico en £ de una manera que depende del sindrome:

E,Jm) ® |y = e®me|m + ¢a)r ® Uall) L. (3.26)

Aqui, U, es un operador unitario que actia en el espacio 16gico L, y @,
son fases que pueden depender del sindrome y del error. El error E, cambia
el sindrome de m a m + ¢, donde ¢, es una cadena de bits que almacena el
patrén de conmutacion entre el error y los generadores del estabilizador (el bit
i-ésimo de la cadena es 1 si el error anticonmuta con M; o de otra manera 0).
La razén de esto es que cuando el error E, actda sobre un estado légico cambia
el auto-valor del operador M; sélo si {M,-, Ea} = 0. La etiqueta a se usa para
identificar el error, es arbitraria y para el caso de cédigos no-degenerados (que
son los que discutiremos aqui) siempre es posible etiquetar los errores por el
patrén de conmutacién ¢, (es decir, podemos siempre elegir a = ¢,).

Para corregir la accion de cualquier error E, (o cualquier combinacién li-
neal de ellos) uno puede primero detectarlo midiendo el sindrome (es decir,
medir los observables M i,J=1,...,n—k) y luego recuperar el estado original
aplicando Ul. Este proceso de deteccidn-correccién puede ser convenientemen-
te descripto con el formalismo de operaciones cudnticas (el mismo usado para
describir la interaccién entorno-computadora en la seccién 3.2.2) de manera
de mapear el estado erréneo pi, al estado corregido fout:

N
ﬁout = E Rm [’in R‘ma (327)

m=0

donde la suma es sobre todos los sindromes posibles (N = 2"~% — 1) y los
operadores de recuperacién para cada sindrome son:

R = [0)L(m|, @ U}.. (3.28)

Por construccion los operadores de recuperacion satisfacen la identidad
Y o BhBRL =1

Debido a que en nuestra descripcién el proceso de deteccién-recuperacion
esta formulado enteramente en la base logica, todavia no hace referencia alguna
a las operaciones de codificacién y decodificacion que pueden ser simplemente
definidas como un cambio de base. El operador de codificacién C es un opera-
dor unitario que mapea la base fisica de n portadores a la base l4gica formada
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por estados entrelazados. La transformacién C transforma operadores_ Z; (cu-
yos auto-valores definen estados de la base légica) en operadores MJ, L (que
etiqueta estados de la base logica). Es decir, el operador de codlﬁcamon C es
tal que Zj = C:’U\;Ij(:‘, i=lL...,n—-ky Zn_k.,.J: = CTL . C, 7 =1,...,k
Tomando esto en cuenta, la accion del operador R se puede deSCI'lbll" en la
base fisica con la siguiente secuencia de operaciones: (i) decodificar el estado,
(i) medir el sindrome en la base fisica midiendo Zj en los primeros n — k
portadores, (iii) si el resultado de la medicién es la cadena s, aplicar el opera-
dor de recuperacion g y re-inicializar el sindrome nuevamente a cero y (iv)
codificar nuevamente el estado resultante.

3.5.6. Cédigos de correccién continua

El proceso de correccién de errores es, por naturaleza discreto: codifico mi
estado, lo dejo en contacto con el entorno por un tiempo, hago una correccién
para recuperar el estado, codifico, etc. Una pregunta que se puede hacer
es: ;Que pasa en el limite en el cual las operaciones de correccion se hacen
instantaneamente? Aqui presentaremos algunos resultados mostrando lo que
sucede en el limite continuo del proceso de correccién de errores. Para ello,
Paz y Zurek [Paz98] proponen la siguiente ecuacién que describe el proceso de
correccién de errores en el limite continuo:

N
. com Llaps o L zeo
b= —ilHo,p] + ) " (ElpEa— 5 EAEap - §pElEa) + (3.29)
evolucién libre el — ;

efecto de errores

N
Ay A lay 2 . 1. a4 4
T L N )
m=0

o

proceso de correccion

La evolucion de p esta dada por 3 términos: el primero describe alguna
evolucién de nuestro qubit. El qubit esta evolucionando porque externamente
estoy manipulando mi estado. Ademas de la dinamica externa debo incluir el
efecto de los errores que estan continuamente intentando “arruinar” mi estado.
Los coeficiente v,, son las ‘constante de decaimiento’ de cada tipo de error.
Dan una idea de la velocidad con la cual se estan generando errores de tipo m.
Finalmente el efecto de la correccién continua esta dado por el iltimo término
de la ecuacién. Nuevamente tenemos coeficientes 4, que dan idea de que tan
rapido estamos arreglando nuestro sistema.



Si usamos el formalismo de estabilizadores podemos escribir la matriz den-
sidad en la base légica:

p= S Im)m| ® pmem
m,m’

Como vamos a estar interesados en estudiar que pasa en cada uno de los
sub-espacios correspondientes a cada sindrome vamos a intentar encontrar
una ecuacién para f;, = pmm. Para poder analizar (y resolver) las ecuaciones
resulta util expresar la ecuacién de evolucion usando la representacion de Bloch
para la matriz densidad (ver caja aparte):

. 1 &L
Pm = 2 (Pmn+rm'a)
Si suponemos que la evolucién del sistema es de la forma: Hp = ZZ:I im){(m|®

fzm con fzm = (161 /2 (que representa una rotacién de los estados logicos en-
torno al eje k) obtenemos la siguiente ecuacion para 7y,:

N
Fm+ Y Aa(¥omofa + VoTmea) (3.30)

a=1

N
_.;Tzzﬁ)'(;m" [7(1—5m0)+z7¢’1

a=1

1 oA~ N\2
Con (Aa)i,j = §5,‘JT1‘ (O'jUa) .

Dicha ecuacién describe la evolucion del sistema y es muy general: es apli-
cable a todos los cédigos de correccién que admiten descripcién en términos
de estabilizadores. Una vez que conocemos el cédigo (su estabilizador, patro-
nes de conmutacién, operadores de recuperacién, etc) es posible resolverla y
analizar el limite continuo.

Para estudiar las caracteristicas de la ecuacién (3.30) la resolvimos para el
cédigo de 3 bits usado a lo largo del capitulo y nuestro cédigo de 5 bits. Para
poder resolver (3.30) necesitamos el estabilizador del cédigo que queremos
resolver. El estabilizador del cédigo de 3 bits ya fue presentado. El de 5 bits
es:

My, = 2122425
M, = XIX2X325

Ma 21}22235(4
My = Y1Z,23Y;
L VAVAYAS
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/"SOLUCION FORMAL DE LA ECUACION MAESTRA I

La ecuacién maestra (3.30) tiene la siguiente forma general:
p=—i (Heﬂ'p - pHeﬂ') + 'Yzaln Plm
m
con Heg = Ho — i1y ¥, al,am. Si pasamos a la representacién interaccién: pjn =
Ud pUs con Us(t) = exp(—iHgt), podemos reescribir la ecuacién anterior de la si-
guiente manera:

Pint =7 ) _ @h(D)pingam(t)  donde am(t) = US(2) am Uo(t)

cuya solucién formal se obtiene expandiendo p en una serie de potencias de 9:

Pint(t) = pine (0) + > 7" oy (3.31)
n=1

y resulta que:

t tn ta .
A = > /dt,./ dt,,_,.../ dtial, (ta)...al (8)o am, (1) .. . am, (ta).
0 (1] 1]
my...Mp

Si ahora volvemos de la representacién interaccién usando que p(t) = Uo(t)pin Ud (t)
obtenemos la siguiente solucién formal si el estado inicial es po = |10) (0|:

p(t) = |¥o)(vol + (3.32)
oo ¢ tn ta
+ > " Y / dt,.f dt,._,.../ dtr [0t tn, - 8B tny - 1)
n=1 mj...mn 0 o o
donde Jy(t, tn ... t0)) = Uo(t — tn)ah, Uo(tn — ta—1) @l _, ... ak, Uo(t1)[¥(0)) En el
\ texto de discute la interpretacién de dicha solucién formal. .

Dado el estabilizador podemos calcular los patrones de conmutacién con
los distintos errores F, (para poder saber quienes son m @ a en (3.30)) y los
operadores de recuperaciéon U,.

En la parte superior del grafico de la figura 3.11 vemos la fidelidad como
funcién del tiempo para el proceso de correccion continua para distintos co-
cientes de v/4’. Como es de esperar la fidelidad decae (por mas correccién de
errores que hagamos) al valor asintético 1/2. Abajo vemos las componente y y
z del vector 7(¢). Si no hubiese errores el vector rotaria en el plano y-z. Debido
al efecto de los errores se puede observar que la rotacién esta amortiguada.

La comparacién de los dos cédigos muestra que en el de 5 bits la fidelidad
decae mas ripidamente para los mismos cocientes v/7'. Intuitivamente pode-
mos esperar eso porque hay muchos mas tipos de errores que pueden aparecer.
Esta impresién se puede corroborar si sacamos errores de la ecuacion maestra
y comparamos. Vimos que, cuanto menos errores posibles afectan a nuestro
estado mas lentamente cae la fidelidad.

Uno puede preguntarse porque, si estamos corrigiendo continuamente la fi-
delidad, inevitablemente cae a 1/2. La razén fundamental es que la correccién
de errores no garantiza que podamos almacenar la informacién por un tiempo
indeterminado. Los cédigos que presentamos aqui estan disefiados suponien-
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Figura 3.11: Ejemplo de correccién continua para los cédigos de 3 y 5 bits. El gréfico
superior muestra la fidelidad para distintos parimetros de 4/+’. El inferior muestra como
el efecto del error amortigua las rotaciones de 7(t)

do que sélo hay un error antes de cada proceso de correccién. Sin embargo
esto no ocurre en el caso que estamos estudiando. La forma de verlo es ana-
lizando la solucién formal de la ecuacién maestra 3.30. En la caja se muestra
la solucién para una ecuacién maestra que tiene la misma estructura que la
3.30. Alli se tomaron todos los ~; y ')é iguales a v y tanto los operadores de
error como de recuperacion se los denota como a,,. El Hamiltoniano efectivo
Heg = Hy — i%c'y para alguna constante ¢ debido a la propiedad de completi-
tud tanto de los errores como de los operadores de recuperacion. La solucién
formal a la ecuacién maestra es una suerte de promedio de varias matrices
densidades |¢¥(t,, ... t1))(¥(t, . .. t1)| multiplicada por potencias de . Los vec-
tores |¢(t, ...t1)) se obtienen propagando con el Hamiltoniano efectivo Heg
y aplicando operadores a,, que representan tanto errores como operaciones
de recuperacién. Es decir: partiendo del estado |¢(0)) lo propagamos por un
tiempo t; — to con el Hamiltoniano no unitario Heg. Luego le aplicamos
alguno de los operadores a,, que puede ser tanto un error como una operacion
de recuperacion. Luego lo propagamos por un tiempo t; — t; con Heg, le apli-
camos nuevamente alguno de los a.,, y asi siguiendo. Al final de este proceso
tendremos uno de los vectores |(t,...t1)). La matriz densidad final es un
promedio sobre todos las posibles realizaciones de ese proceso. Es claro, que
en la solucién formal siempre apareceran términos que tienen mas de un error
entre operaciones de correccién por lo que el proceso de correccién de errores
no es siempre perfecto. Por este motivo, por mas correccién inevitablemente
terminamos en el estado con fidelidad 1/2. Sin embargo no hay que deses-
peranzase: podremos hacer computacién cudntica si logramos hacer nuestras
operaciones en tiempo cortos comparados con los tiempos de decaimiento del
estado.
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( REPRESENTACION DE BLOCH W
Muchas veces para describir el estado de
z un qubit conviene mirar lo que se conoce
como “representacién de Bloch”. Cual-
quier matriz densidad de un sistema de
dos estados puede ser escrita como com-
binacidon de la identidad y las matrices de
A Pauli:

| L oo

p=3 (pI[+r-a').
Como las matrices de Pauli tienen traza
nula, debe ser que p = Trp = 1 (siempre
que el estado este normalizado). Es ficil demostrar que el médulo del vector
es 1 si el estado es puro y menor que 1 si es mixto. Es decir: todos los estados
fisicamente vélidos estdn descriptos por un vector 7 que estd dentro de la llamada
“esfera de Bloch”. Los estados puros forman la cascara de dicha esfera mientras
que el interior esta poblado por estados mixtos.
El polo norte (sur) de la esfera de Bloch corresponde a los auto-vectores de la
matriz de Pauli Z con auto-valor +1 (—1). Cuando 7 esta sobre el eje T el estados
es un auto-vector de X y lo mismo cuando esté sobre el eje y (ademds debe ser

Lque |71 =1). )

3.6. Computacion cudntica tolerante a fallas

En todo lo discutido hasta el momento hemos hecho numerosas suposicio-
nes que, en la préctica, rara vez se cumplen: (i) las operaciones de codificar mi
estado y decodificarlo se hacen perfectamente. (ii) podemos preparar estados
|0) con perfecta precision. Es claro que en la vida real estas suposiciones son
exageradas por lo que pueden ser un obstaculo importante. Afortunadamen-
te el problema fue planteado y resuelto por numerosos investigadores. Shor
nuevamente [Shor96a] (e independientemente Kitaev y Knill et. al {Knill98a])
mostraron que es posible hacer computacion cuantica sobre estados codifi-
cados. Es decir: no hace falta codificar-decodificar para hacer operaciones
légicas. Shor ademads logré mostrar que, si el efecto del ruido de la memoria
cuantica y de las operaciones es estocastica con probabilidad de error del orden
de O(log™® n) (donde n es el nimero total de operaciones con ruido necesaria
para implementar el algoritmo y a una constante positiva), se podia imple-
mentar dicho algoritmo con probabilidad arbitrariamente cerca a 1 (el error
se puede achicar todo lo que uno quiere). Este resultado era alentador: aco-
tando el error podemos lograr la precisién que queramos. Sin embargo habian
algunos problemas por resolver: a medida que n crece necesitamos cada vez
mas precision en nuestras compuertas fundamentales. Por suerte este proble-
ma también fue resuelto independientemente por Knill y Laflamme [Knill98a],
Aharonov y Ben-Or [Aharanov96] y Kitaev [Kitaev96] que mostraron que era
posible implementar cualquier algoritmo cudantico si el error por compuerta
cuantica era mas chico que una determinado umbral. Luego otros investigado-
res mejoraron los umbrales [Gottesman98]. En [Preskill98] hay una excelente
descripcion de los métodos usados.
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3.7. Métodos alternativos

Antes de terminar el capitulo es interesante comentar algunas ideas sobre
posibles implementaciones de sistemas que se auto-corrigen. Las propuestas
que discutiremos son dos métodos en los cuales el proceso de correccién es
pasivo en contraposicion con los cddigos de correccion que pueden ser consi-
derados ‘activos’. La idea de estos métodos es que el sistema sea tolerante a
errores automaticamente y no que haya que controlarlo y corregirlo constante-
mente. Las dos propuestas que discutiremos se conocen como espacios libres
de decoherencia y cédigos téricos.

En el caso mas general uno no tiene ninguna informaciéon acerca de los
errores que se generan ni el tipo de interacciéon que hay entre la computadora
y el entorno. Afortunadamente en muchos casos esta suposicion es demasiado
estricta y la informacién adicional puede resultar 1til para proteger la infor-
macién almacenada en la computadora. Esta es la filosofia de los espacio libres
de decoherencia [Zanardi97, Duan98, Lidar98]. En la descripcién subsiguien-
te nos basaremos en la teoria propuesta en [Lidar98]. Supongamos que la
interaccién computadora-entorno es de la forma:

ffcg = Z F,\ ® B,\ (3.33)
A

donde F) son operadores que actiian en el espacio de la estados de la
computadora y B) operan en el entorno. En algunos casos es posible hallar
un conjunto de vectores {|¥)} que satisfacen:

E\|¥) = c)|¥) (3.34)

es decir, son auto-estados degenerados de todos los operadores que actiian
sobre la computadora (los F)). El sub-espacio generado por los {|¥)} se lo
conoce como espacto libre de decoherencia y tiene la siguiente propiedad: si
empezamos con un estado de la computadora que estd dentro de este sub-
espacio, la interacciéon con el entorno no lo sacara de alli. Si utilizamos ese
sub-espacio para almacenar informacién nos garantizamos que el entorno no la
afectard. Aunque pueda parecer un poco ingenuo pensar que vamos a. conocer
la interaccidén con el entorno, existe al menos un caso bastante plausible en
el cual esta teoria puede resultar util. Supongamos que el entorno actia de
manera indistinta en cualquiera de un grupo de K qubits. Es decir: la interac-
cién computadora-entorno es simétrica en los qubits. Si ademas suponemos
que los operadores F, son los operadores de Pauli &; entonces la interaccién
computadora-entorno puede ser descripta por el siguiente Hamiltoniano:

HICE = Z S‘,‘ ® B; (3.35)

donde §; = Zf o son los operadores de espin total en la direccién i =
{z,y,z}. Es decir: en el espacio del sistema la interaccién es proporcional al
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espin total en cada una de las tres direcciones. De nuestro conocimiento de
la estructura del grupo SU(2) conocemos un sub-espacio que cumple con la
propiedad de ser invariante ante la accién de S;: el sub-espacio de espin total
S = 0. Es sabido que los auto-estados del espin total son:

$4S,m) = S(S+1)|S,m)  &.|8,m) = m|S,m)

conm=-5,-5+1,...,0,...,SyS=0,1,... K/2 para K pary S =
1/2,3/2,...,K/2 para K impar. La degeneracion de los estados de espin total
S es

K'(2S +1)
(K/2+ S+ )I(K/2=S)

Como los operadores S, y S se puede escribir como combinacion lineal
de Sy = 5, + 5, y ademés SiIO 0) = 5,/0,0) = 0 es claro que los vectores
que pertenecen al sub-espacio de S = 0 (que tiene dimensién K!/[(K/2 +
1)!I(K/2)!]) cumplen con la propiedad 3.34 (con coeficientes ¢y = 0) por lo que
generan un espacio libre de decoherencia. Para K = 2 (es decir: dos qubits)
el sub-espacio corresponde al estado singlete y tiene dimensién 1 por lo no
resulta demasiado util. Pero para K = 4 ya el sub-espacio tiene dimensién 2 y
puede ser utilizado como qubit. Finalmente es interesante ver que en limite de
K grande la dimensién del espacio con S = 0 va como 2K~2 3log; K por lo que la
eficiencia de este método tiende a 1 (donde por eficiencia entendemos nimero
de qubits codificados sobre niimero de qubits utilizados para codificar).

La técnica de espacios libres de decoherencia puede ser combinada con los
métodos convencionales de correccién de errores como se muestra en [Lidar99)
y también hay propuestas para hacer computacién cuantica tolerante a fallas
[Bacon00] utilizando éste concepto.

La otra idea interesante es la llamada ‘computacién cudntica topolégica’ y
fue propuesta por Kitaev en [Kitaev97] (para una explicacién més superficial
se puede leer [Preskill97]). Aqui nos limitaremos a dar una breve descripcién
de algunas las ideas presentadas en ese trabajo.

El punto de partida es una construccién geométrica del estabilizador de un
cédigo de correccién de errores. Consideremos una grilla cuadrada de k£ x &k
sitios con condiciones periddicas de contorno. Si pensamos que en cada arista
de la grilla hay un qubit podemos definir los siguientes operadores para cada
vértice s y cada cara p (ver figura 3.12):

A= J] & B= [[ & (3.36)
j€cruz(9) Jj€borde(p)
Cada uno de estos operadores conmuta entre si pues la cruz(s) y el borde(s)

tienen 0 o 2 aristas en comun (y por ende cero o dos operadores de Pauli que
anticonmutan). Los operadores A, y B, son hermiticos y tienen auto-valores
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Figura 3.12: En cada arista de la grilla hay un espin. En la figura se ven las cuatro aristas
que forman la cruz(s) y el borde(p). La grilla tiene condiciones periédicas de contorno.

+1. Llamaremos a N al espacio de Hilbert de todos los n = 2k? qubits y
definiremos £ C N como el siguiente sub-espacio:

L= {IE) €N : Al¢) = |€), Bpl€) = |€) para todo s,p}

Para el caso de una grilla cuadrada (un toro) la dimensién del sub-espacio
es 4 pero es posible considerar otras geometrias que tendran distinta dimen-
sién. La propiedad interesante de dicho sub-espacio es que es posible corregir
hasta [(k — 1)/2] errores del tipo

J

E(a1, .-, aniBr-- - B0) = [J(eD* [[(e5)*  (a5.8;=0,1)
k

Es decir, los operadores A, y Bp son el estabilizador de un cédigo que
corrige hasta [(k — 1)/2] errores. Esta construccién tiene varias ventajas: 1)
cada estabilizador estd formado por un nimero acotado de qubits (4 como
maximo), 2) Cada qubit estd involucrado en un nimero acotado de estabili-
zadores (4 como méaximo), y 3) no hay limite en el nimero de errores que se
pueden corregir (agrandando la grilla). Pero probablemente la idea mas inte-
resante de la propuesta de Kitaev es la siguiente: supongamos que de alguna
manera logramos construirnos el siguiente Hamiltoniano:

Hy=-> A,-) B,
s P

Es facil diagonalizar ese operador y rapidamente llegamos a la conclusion
que el estado fundamental de dicho sistema no es otro que el sub-espacio
protegido! Si la computadora esta en contacto con un bafio térmico a bajas
temperaturas el sistema tendera al estado de mas baja energia. De esta ma-
nera, la computadora naturalmente tiende al estado protegido. Errores en los
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qubits excitan al sistema del estado fundamental a otros niveles pero el mismo
proceso de relajacion se encarga de corregir los errores de manera automatica!l

Si bien esta técnica de proteccién seria muy util no es facil encontrar un
sistema descripto por el Hamiltoniano Hy debido a que involucra interacciones
de 4 cuerpos. No obstante la idea de buscar sistemas cuyo estado fundamental
sea un sub-espacio protegido es interesante. En sus trabajos, Kitaev también
muestra que no soélo es posible almacenar informacidn en este sistema sino que
también procesarla de una manera tolerante a fallas.

3.8. Resumen

En este capitulo hemos estudiado los efectos del ruido (unitario o no-
unitario) sobre la computacién cudntica. Nuestro trabajo [Miquel97] fue pio-
nero en este area. Alli presentamos la primera simulacién completa de la
factorizacion para una computadora cuantica relativamente grande. Aunque
un procesador cuantico con 18 iones puede parecer algo muy limitado es im-
portante destacar que en su momento nuestro estudio fue la simulaciéon mas
completa realizada hasta entonces. Asimismo, el hecho de haber obtenido
expresiones analiticas para la fidelidad (que concuerdan con los resultados
numéricos) es un aporte valioso que fue reconocido por varios autores. Pos-
teriormente Obenland y Despain [Obenlan98] también simularon el algoritmo
de factorizacién asi como el de Grover en una trampa de iones. En esos tra-
bajos, con un punto de vista centrado mas en aspectos computacionales que
fisicos, se presentan resultados con mayor cantidad de iones (hasta 27 ) uti-
lizando algoritmos mas sofisticados en computadoras paralelas. Sin embargo
las conclusiones no son muy distintas a las obtenidas en nuestro trabajo: para
poder hacer cualquier clase de computacién cuantica es fundamental utilizar
métodos de correccion de errores.

Una vez que reconocemos que los errores que se generan a lo largo de la
trayectoria computacional degradan la informacién almacenada y procesada,
es importante estudiar métodos para proteger dicha informacién. Nuestra
contribucién principal al desarrollo de los cédigos de correccién de errores fue
el descubrimiento del cédigo perfecto de 5 qubits y el estudio del proceso de
correccién continua de errores. La literatura sobre este tema es extensa y
nuestra contribucion es reconocida por su importancia histdrica al ser uno de
los primeros cédigos encontrados cuando todavia no se habia desarrollado el
método de los estabilizadores.
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4. Representacion en espacio de fase de
una computadora cuantica

Una de las areas mas prometedoras para. la aplicacion de las computadoras
cuanticas es la simulacion de sistemas fisicos. Asi como muchas veces usamos
simulaciones numeéricas para resolver problemas de la fisica que somos incapa-
ces de resolver analiticamente es posible hacer lo mismo con una computadora
cuantica. Ya Feynman [Feynman82] habia sugerido que una computadora
cuantica seria dtil para simular sistemas cuanticos. La dificultad de simular
este tipo de problemas en computadoras clésicas proviene del crecimiento expo-
nencial del espacio de Hilbert con el tamafio del sistema. Lloyd mostré que la
conjetura de Feynman que una computadora cuantica puede simular eficiente-
mente cualquier sistema cuéntico local es verdadera [Lloyd93]. Varios autores
mostraron que las computadoras cuanticas son mucho mas eficientes para es-
tos problemas: Zalka [Zalka98] mostré como podemos simular una particula
en una dimensién sometida a un potencial arbitrario V(q). Somaroo et. al.
[Somaroo99] utilizan un sistema de espines (mediante resonancia magnética
nuclear en liquidos) para simular un oscilador arménico truncado. También
analizan el efecto de un término cubico en el potencial de oscilador arménico.
Una de las areas de mas actividad desde hace muchos afios es el estudio del
caos en sistemas cudnticas. Schack et al [Schak98] mostraron como es posible
utilizar una computadora cudntica para simular el caballito de batalla en el
estudio de sistema cadticos: el mapa del panadero. Este mapa es ampliamen-
te estudiado en la literatura y su limite semi-clasico ayuda a tomar contacto
con toda la teoria clasica del caos. En todos estos estudios es provechoso te-
ner una representacion visual de la evolucién para poder comparar los mapas
cuanticos con sus parientes clasicos. En mecanica cldsica se utiliza el espacio
de fase para tener una representacién graflca del estado del sistema. Afortu-
nadamente es posible encontrar en mecanica cuantica una representacién en
espacio de fase para representar estados y su evolucién temporal que, en el
limite semi-cldsico coincide con el espacio de fase clasico. Esta representacion
fue introducida por Wigner [Wigner84] y se conoce como funcién de Wigner.
La dificultad con la que uno se topa al intentar utilizar éstas técnicas con una
computadora cudntica es que dicha representacion estd definida para sistemas
con coordenadas continuas. Tanto en el estudio de sistemas cadticos como en
computacion cudntica trabajamos con espacios de dimensién finita. En éste
capitulo introducimos una representacién en el espacio de fase para sistemas
cuanticos con espacio de Hilbert de dimensidn finita. Haremos esto siguiendo
un enfoque similar al de Leonhardt [Leonhardt96] quien definié funciones de
Wigner para variables de espin (entero o semi-entero). Existen, ademds otros

enfoques propuestos por Bouzouina y Bievre [Bouzouina96] y por Takami et
al [Takami01].

Una pregunta interesante es si es posible utilizar esta representacién para
analizar los algoritmos cudnticos conocidos hasta el momento o incluso, encon-
trar algoritmos nuevos. Si bien hasta el momento la respuesta no es conocida
aqui veremos algunos ejemplos de aplicaciones de estas ideas a distintos algo-



ritmos cuanticos como la transformada de Fourier cuantica, y el algoritmo de
Grover.

4.1. Funciones de Wigner para sistemas continuos

Antes de introducir la representacion para sistemas discretos es ttil hablar
de las funciones de Wigner para sistemas continuos. Para una particula en una
dimension, la funcién de Wigner se puede calcular conocida la matriz densidad
p del sistema utilizando la siguiente expresién:

Wia.p) = [ 5o (0= M2ipla+ A/2) (41)

Esta funcién es la mas parecida a una distribucién cldsica f(g,p) para un
sistema cuantico. Las tres propiedades que la definen son: (P1) W(q, p) es real,
(P2) el producto escalar entre dos estados g1, po se puede computar a partir
de la funcién de Wigner mediante: Tr[p1p2] = 2rh [ dgdpWi(q, p)Wa(q,p) ¥
(P3) la integral a lo largo de cualquier recta en el espacio de fase definida por
la ecuacién ajq+ a2p = a3 es la densidad de probabilidad de que el observable
a1Q + agP tome el valor a3. Esta iltima propiedad (el hecho que W (q,p) da
las distribuciones marginales correctas para cualquier cuadratura) es la mas
restrictiva y, como Bertrand y Bertrand muestran [Bertrand87], junto con
P1-P2 determinan la funcién de Wigner de manera univoca.

E:s conveniente escribir W(q, p) como el valor de expectacién de un opera-
dor A(q, p) conocido como “operador de punto en el espacio de fase” [Wooters87)
(u operadores de Fano [Fano57)):

W(q,p) = Tx[ A(q,p)]. (4.2)

El operador fi(q,p) depende paramétricamente de ¢,p y puede escribirse
en términos de productos simetrizados de funciones delta:

A

A(g,p) = :6(P-p)6(Q—4q):
dAAN  _ir(p_p)+ik (G-q)
(2wh)?

’ .
Ard\” DO, ) e #(Va=2p), 4.3
(2mh)?

donde hemos identificado el operador de traslaciones continuo D(), ') =
exp —%L(/\P - X Q)] La expresion (4.3) se puede interpretar como una doble
transformada de Fourier del operador desplazamiento (y, por lo tanto, W(q, p)
es la doble transformada de Fourier del valor de expectacién de D(\,\X)).
Resulta atin mas conveniente reescribir esta ecuacién de la siguiente manera:

A(g,p) = #ﬁ(q,p)ﬂ‘ﬁ*(q,p), (4.4)




donde R es el operador de reflexién (paridad) que actia de la siguiente
manera R|z) = | — ) sobre los auto-estados de posicién. Es decir: la funcién
de Wigner es el valor de expectacion del operador de reflexién desplazado.

Para demostrar que la definicion de la funcion de Wigner mostrada aqui
cumple con P1-P3 basta estudiar algunas de las propiedades de los /i(q,p).
Que W (q, p) es real (P1) se deduce de la hermiticidad de los operadores fi(q, p)-
La propiedad (P2) es consecuencia de la completitud de A(q, p) pues es facil
demostrar que:

TA(g, DA, 7)) = 52800~ )60 - 7). (4.5)

Como consecuencia es posible invertir (4.2) y escribir la matriz densidad co-
mo combinacion lineal de los operadores de espacio de fase. La funcién de Wig-
ner determina los coeficientes de dicha expansién: p = 2wh [ dgdpW (g, p)A(q, p)
de donde podemos verificar P2. La ltima propiedad (P3) se demuestra ob-
servando que si integramos /i(q,p) sobre una linea en el espacio de fase uno
siempre obtiene un proyector. Es decir:

/ dqdp8(arq + azp — a3)A(q, p) = las)asl, 46)

donde |a3) es un auto-estado del operador a1Q + a2P con auto-valor aa.
Esta identidad se puede demostrar si escribimos la funcién delta como una
integral de una exponencial y resolviendo la integral sobre una linea del espa-
cio de fase. Omitimos la prueba ya que mas adelante incluiremos la versién
discreta de la misma.

4.2. Funciones de Wigner para sistemas discretos

4.2.1. Nociones preliminares: espacio de fase discreto

Ahora consideremos un sistema cuantico con un espacio de Hilbert de
dimension N (en general vamos a pensar en una computadora cudntica pe-
ro el formalismo es aplicable a cualquier sistema discreto). Introduzcamos la
siguiente base del espacio B; = {|n),n =0,..., N —1} que interpretaremos co-
mo la base de posicién (con condiciones periddicas de contorno: |n+N) = |n)).
En el caso de una computadora cudntica esta base sera la ‘base computacional’.
Dada la base B, hay una manera natural de introducir una base conjugada
de momentos B, = {|k),k =0, ..., N — 1} utilizando la transforma de Fourier
discreta. Los estados de B, se obtienen de los estados de B; mediante:

N-1

k) = \/LN 3 exp(i2mnk/N)|n). 4.7)

n=0

Por lo tanto, al igual que en el caso continuo, posicién y momento estan
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relacionados por medio de una transformada de Fourier. También es impor-
tante destacar que la dimensionalidad del espacio de Hilbert del sistema estd
relacionado con la constante de Plank. Si suponemos que el espacio de fase
tiene un area finita (que supondremos igual a 1 en unidades apropiadas), en
esta area deben ser capaces de entrar N estados ortogonales. Si cada estado
ocupa una area en el espacio de fase de 2mh entonces:

N =1/2rh. (4.8)

En otras palabras, N juega el lugar de la inversa de la constante de Plank
(y por lo tanto, el limite semi-cldsico corresponde a N grande).

Una vez que tenemos las bases de posicién y momento, debemos introducir
operadores de desplazamiento. Al trabajar en un espacio discreto no tiene
sentido hablar de desplazamientos infinitesimales. De todas maneras podemos
introducir operadores de traslacién finita U y v, que generan traslaciones
en posicién y momento respectivamente. El operador de traslacién U genera
shifts ciclicos en la base de posicién y es diagonal en la base de momentos:

U™n) = |n+ m), U™|k) = exp(—2mimk/N)|k), (4.9)

(todas las sumas dentro de los kets son mod N). Anslogamente, el ope-
rador V es un shift en momento y es diagonal en la base de posicion:

V™ k) = |k + m), V™|n) = exp(i2rmn/N)|n) (4.10)

Los operadores U y V satisfacen relaciones de conmutacién que generalizan
las del caso continuo. De hecho es facil verificar la siguiente identidad:

VP9 = U9VP exp(i2npg/N). (4.11)

Con estas definiciones ahora podemos introducir el analogo del operador de
desplazamiento continuo D(q,p) = exp[—4(¢P — pQ)]. Para ello lo podemos
re-escribir como: ﬁ(q‘, p) = exp(jz"qf’/ h) qxp(in/h) exp(ipg/2k) (utilizando
la famosa férmula eAt8 = e~l4:B1/2¢4¢B y Jas relaciones de conmutacién

candnicas entre Q y f’). Si ahora identificamos los correspondientes operadores
de desplazamiento, el andlogo para el caso discreto resulta:

T(q,p) = U?VP exp(imgp/N). (4.12)

Estos operadores obedecen la siguiente regla de composicién:

T(q1,p1)T (g2, p2) = T(q1 + ga, pr + po)e' " @1e—01P)/N |
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donde la fase que aparece en el término de la mano derecha tiene una
interpretacion geométrica como el area de un tridngulo (ver mas adelante).
De la definicién anterior es facil ver que el operador de traslacion es tal que:

T'(g,p) = T(2N —gq,2N - p) (4.14)
T(N — ¢,N —p) (-1)N+P+e, (4.15)

Por 1ltimo, utilizando la regla de composicién debe ser que:

T(Aq, Ap) = T*(¢,p) (4.16)

para cualquier entero A. Uno puede estar tentado en definir operadores de
posicién y momento en el caso discreto. Podriamos intentarlo escribiendo U
y V como exponenciales de dos operadores Q y P definidos de manera que
sean diagonales en las bases B; y B, respectivamente: U = exp(—i2rP/N)
y V = exp(i2rQ/N), con Q = Yon nIn)(nI y P= >k klk)(k|]. Sin embargo
resulta que estos operadores no resultan canénicamente conjugados ya que su
conmutador no es proporcional a la identidad como en el caso continuo (para
espacios de dimension finita es imposible definir dos operadores cuyo conmuta-
dor es proporcional a la identidad). Por lo tanto, aun cuando los operadores de
desplazamiento satisfacen las misma propiedades que sus versiones continuas
esto no ocurre con los operadores de posicién y momento asi definidos.

También resultara 1til definir el operador reflexién (o de paridad) R que
actuando sobre auto-estados de posicién (y momento) satisface R|n) = | — n)
(como siempre, las sumas deben interpretarse mod N). Es fécil verificar la
siguiente relacion entre el operador de paridad y los operadores de traslacion
UyV:

UR=RUO"!, VR= RV (4.17)

Mas adelante sera importante darse cuenta que el operador de reflexion
esta estrechamente ligado con la transformada de Fourier discreta. De he-
cho, denotamos al operador de la transformada de Fourier discreta con Uup
(i.e., el operador cuyo elementos de matriz en la base B, son (n/|Upr|n) =
exp(i2rnn’/N)), entonces el operador de reflexién es simplemente el cuadrado
de la transformada de Fourier:

R = Ukr. (4.18)

4.2.2. Funcién de Wigner discreta

Para definir una funcién de Wigner discreta es mds conveniente buscar
una generalizacion para el caso discreto de los operadores A(q,p). Para ello
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queremos encontrar una base del espacio de operadores hermiticos (como la
dimensién del espacio de Hilbert es N dicha base estid compuesta por N2 ope-
radores). Para encontrar dicha base es fundamental que al integrar la funcién
de Wigner resultante sobre lineas en el espacio de las fases obtengamos las
densidades de probabilidad marginales. La generalizacion al caso discreto no
es directa y conviene ver un par de intentos para ver cuales son las dificultades.
Si intentamos generalizar (4.3) al caso discreto obtenemos:

" 1 =2 o (kg — mp)
A(g,p) = N2 zk;OT(m, k) exp{—z27r—ﬁ——}. (4.19)

Desafortunadamente, la expresién para A(qg, p) resulta ser no-hermitica.
Esto se puede verificar si tomamos el hermitico conjugado de la expresién an-
terior y usamos el hecho que el hermitico conjugado del operador de traslacién
en el espacio de fase, como se ve en (4.15), es tal que Tt (g,p) # T(N—gq,N-p).

Otro intento para definir los operadores fi(q, p) es generalizar la ecuacidn
{4.4). En este caso si obtenemos un operador que es hermitico por construc-
cion:

2 1

A(g,p) = :—hﬁ(q,p)ﬁﬁ‘(q,p) — mf(q,p)ﬁf*(q,p)- (4.20)

El problema ahora es que el conjunto asi definido no es completo. Si usamos
la definicién de T'(¢,p) dado (4.12) y las relaciones de conmutacién entre U,
V y R obtenemos:

R 1 oo an
A(q,p) = N U2 RV 2 exp(4mipq/N). (4.21)

Como U y V son operadores ciclicos con periodo N, es facil ver que si g
y p toman valores entre 0 y N, la expresién anterior da sélo N2/4 operadores
independientes. La ecuacién (4.21) implica que A(q + N/2,p) = A(q,p) vy lo
mismo con p por lo que sélo tenemos N/2 x N/2 operadores independientes.

Curiosamente, la solucion a los problemas que surgen en las dos propuestas
hechas es la. misma: como han hecho otros autores [Hanna.y80, Bouzouina96],
el problema es resuelto expandiendo el espacio de fase a una grilla de 2N x
2N puntos. Esto se logra reemplazando N — 2N en la ecuacién (4.19) o
permitiendo que ¢ y p tomen valores semi-enteros en (4.21). La definicién
correcta resulta entonces:

i 1 R (Ng = Xp)
Ala) = [TGE Z T(\A) exp{—i21rT} (4.22)
A,N=0
= EINOQRV'P exp(impg/N) (4.23)
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donde a = (g,p) denota un punto en el espacio de fase y ¢ y p toman
valores entre 0 y 2N — 1.

Hay que recordar que al definir los operadores de punto del espacio de fase
en una grilla de 2N x 2N puntos, tenemos un total de 4N? operadores que
no puede ser todos independientes. Es facil verificar que sélo N? de ellos son
independientes pues:

Alg+0gN,p+0,N) = A(g,p) (-1)rr+om+oess | (4.29)

para g4,0p = 0,1. Es claro entonces que los N 2 operadores definidos en la
primera sub-grilla de N x N determinan al resto. Por comodidad denotaremos
por Gy a ésta sub-grilla (ie.,, Gn = {a = (¢,p);0 € ¢,p £ N - 1}). El
conjunto Gon denotard al conjunto completo de 2N x 2N puntos del espacio
de fase.

Antes de mostrar que la funcién de Wigner definida usando los /i(q, P)
satisface las propiedades P1-P3 conviene estudiar algunas de las propiedades
de los operadores de punto. Estos operadores estan estrechamente relacionados
con las traslaciones. En particular, el producto de dos A(g, p) nos genera una
traslacion:

(-1 yar+a'p'+ap'+pd’
4N?

A(@)A@)=T(q—-4q',p-p) (4.25)

También resultard (til invertir la relacién (4.22) para poder escribir al
operadores de traslacién como funcién de los A(a):

2N-1

T(n,k)=2N 3" Alg,p) exp(~inn(np~ kg)), (4.26)
9.p=0

De las propiedades anteriores es posible mostrar que fi(a) forman un con-
junto completo cuando a toma valores en la primer sub-grilla Gy de N x N
puntos. Si tomamos la traza de (4.25) obtenemos:

T{A(2)A(a")) = o7 6 (d' ~ DON ('~ p) (@.27)

donde tanto a como o' estdn en la grilla Gy y dn(g) = § 2N —1 g2mig/N
es la funcidon delta periddica (que es cero a menos que ¢ = 0 mod N )

Por lo discutido anteriormente, la funcion de Wigner discreta queda defi-
nida entonces como:

W(a) = Tr(A(a)p) (4.28)

done a € Gan. Claramente los 4N? puntos no son todos independientes
pues la funcién de Wigner asi definida satisface:
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W(g+ ogN,p+0pN) = W(q,p) (—1)7ritoePtoeopl (4.29)

Como los operadores fi(a) son un conjunto completo es posible expandir
cualquier matriz densidad como combinacion lineal de dichos operadores. Es
claro entonces que W{«a) no son otra cosa que los coeficientes de expansién de
dicha combinacién lineal:

p = 4N D W(a)A(a) (4.30)
a€Gy

= N ) W(@A@. (4.31)
a€Gaopn

La dltima expresién se obtiene de (4.30) si observamos que la contribucién
de cada una de las cuatro grillas de N x N son idénticas.

Ahora si podemos mostrar que la funcién de Wigner que hemos definido
satisface las propiedades P1-P3. La primer propiedad es simplemente conse-
cuencia de el hecho que los operadores A(a) son hermiticos por construccién.
(P2) es consecuencia de la completitud del conjunto A(c) que permite mostrar
que:

Trlpipe) = N Y Wi(a)Wa(a) (4.32)
a€Gay

La propiedad P3 es bastante mds sutil y requiere un poco de cuidado. La
clave esta en mostrar que los operadores A(q, p) sumados sobre todos los pun-
tos del espacio de fase que pertenecen a una linea L generan un operador de
proyeccién (esto garantiza que cuando sumamos los valores de la funcién de
Wigner sobre una recta obtenemos un nimero positivo que puede interpretar-
se como una probabilidad). Antes de demostrarlo conviene definir con mas
exactitud que queremos decir por una linea L(n;,n2,7n3) en nuestro espacio
de fase que es una grilla. Introduzcamos la siguiente definicién: una linea L es
un conjunto de puntos de la grilla definidos por L = L(nj,n2,n3) = {(¢,p) €
Gan, tal que np — nog = ng, con 0 < n; < 2N — 1}. Mas adelante dis-
cutiremos algunas propiedades de las lineas sobre una grilla Go). Aqui solo
nos interesa destacar que es posible introducir una nocién de paralelismo: dos
lineas son paralelas si estdn parametrizadas por los mismos enteros n; y no
(en la figura (4.1) mostramos algunos ejemplos en una grilla).

Mostremos ahora que si sumamos operadores de punto sobre una linea
obtenemos un proyector. Nos interesa entonces analizar el siguiente operador:

A= ) A(gp) (4.33)
(g.p)EL

Claramente lo podemos reescribir de la siguiente manera:
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2N-1

AL = Y Ag,p) &n(nip — nag — ng)

q.p=0
] 2N=1l 2N 22 )

= oy Z Z A(q, p) e"iInMmp—n2g—ns

A=0 g¢q,p=0

2N-1

= Z T (ny,n9) e~ i3l (4.34)
A=0

donde para hacer la suma sobre la grilla en el espacio de fase usamos
el hecho que la transformada de Fourier de los A(a) estid dada por (4.26).
Como T'(n1,n3) es un operador unitario tiene N auto-vectores |¢;) con auto-
valor exp(i2m¢;/N). Si tenemos en cuenta que el operador es ciclico, debe
satisfacerse que TN =1 por lo que sus auto-valores son las raices N-ésimas de
la unidad y los ¢; deben ser enteros. Ahora podemos reescribir (4.34) como:

) 2N-1 N
Ap = ) Y elm@hmm g (g
X=0 j=0

N
= E 02N (20 — n3) |;)(#;l- (4.35)

j=0

Aqui es claro que Az es un operador de proyeccién sobre el sub-espacio
generado por los auto-vectores del operador de traslacién T(n;,n2). La di-
mensionalidad d del sub-espacio es igual a la traza de A;. Para calcularla
debemos observar que, en general,

N-1

A 1 o
Tr(A(g:p)] = 557 D On(g = 2¢') @200/ (4.36)
q¢'=0

La ultima ecuacion es ficil de evaluar pero el resultado depende de la
paridad de N. Si N es par, Tr(fi(q, p)) = 1/N sblo si tanto ¢ como p son pares
y cero en todos los otros casos. Para valores impares de N, Tr(A(g,p)) = 1/2N
para todos los ¢ y p excepto cuando son los dos impares en cuyo caso toma
el mismo valor con el signo cambiado (es decir —1/2N). Como a nosotros
nos interesan las computadoras cudnticas que utilizan espacios de Hilbert de
dimensién par de aqui en adelante asumiremos N par. Usando el resultado
anterior para la traza de A(a) es facil ver que la dimensionalidad de Ay es
1/N multiplicado por el nimero de puntos que pertenecen a L que tienen
coordenadas con ¢ y p pares. Como consecuencia inmediata es claro que si n3
es impar, d = 0 (pues la suma de dos niimeros pares nunca puede ser impar).
Finalmente es posible escribir una expresién explicita para d (cuando N es

par):
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N-1
3 n(An1)én(Ang)el T ™ (14 (—1)™) (4.37)
A=0

1
4=32
Veamos una aplicacién del resultado anterior en un caso concreto: sea Lq
la linea a = n3 (es decir: n; = 1, np = 0), la funcién de Wigner sumada sobre
todos los puntos de L, es Z(q,p)ELq Wi(q,p) = 3., W(ns,p) = (n3/2|p|ns/2)
si n3 es par y cero en el caso contrario. Analogamente, si consideramos li-
neas horizontales (L, definida como p = nj) obtenemos Z(q,p)e Ly W(q,p) =
>, W(q,n3) = (n3/2|p|n3/2} si nj es par y cero en el caso contrario. Estos son
s6lo dos ejemplos del resultado general: la funcién de Wigner siempre genera
la distribuciones marginales correctas (que es la propiedad fundamental de la
funcién de Wigner en el caso continuo).

Antes de pasar a ver algunos ejemplos vamos a mencionar algunas propie-
dades conocidas (y otras nuevas) de las lineas sobre grillas. La mayoria de las
propiedades fueron introducidas por Wooters [Wooters87]. Como habiamos
dicho era posible definir lineas L(n;,ns,n3) y una nocién de paralelismo en la
grilla Gon. Una ‘foliacion’ de la grilla es una familia de lineas paralelas obteni-
das si fijamos n; y ne pero variamos n3 (en general, dos lineas seran paralelas
si el cociente n; /n2 es el mismo). Si N es un nimero primo entonces la grilla
Gn (que tiene N x N puntos) hay exactamente N (N + 1) lineas distintas que
se pueden agrupar en N + 1 conjuntos de lineas paralelas (hay exactamente
N + 1 foliaciones de la grilla). Si N no es primo o, como es el caso que nos
interesa, la grilla es Gy, este resuitado deja de ser valido. Por ejemplo, es
claro que la ecuacién n;q — nop = ng (mod 2N) no tiene solucién para valores
impares de n3 y valores pares de n; y n. Por lo que no es en general cierto
que las lineas tengan todas 2N puntos: como mostramos recién hay casos en
los que las lineas pueden no tener ningin punto, y a veces es posible construir
lineas con un nimero de puntos que son multiplos de 2/N. Este es el caso si n;
y ng tienen factores comunes primos con N. Por ejemplo en el caso 2N = 8,
cada linea n; = ngo = 1 tiene 8 puntos, pero las lineas con n; = n2 = 2 no
tienen puntos si ng es impar o tiene 16 puntos si n3 es par. De todas formas, la
manera mas sencilla de representar las lineas en el espacio de fase es observan-
do que la topologia de la grilla es un toro (debido a las propiedades periédicas
de contorno) por lo que las lineas se envuelven alrededor de la superficie del
toro. El niimero de puntos en la linea estd relacionado al nimero de vueltas
que da la linea antes de cerrarse con sigo mismo. La figura 4.1 muestra un
ejemplo de dos conjuntos de lineas en la grilla Gon para el caso N = 4.

Hagamos un pequefio resumen de lo mostrado en esta seccién: definimos
una funcién de Wigner para sistemas de dimensién finita (de dimensién arbi-
traria V). La funcién se define como el valor de expectacion de los operadores
de punto A(a) dado por (4.23). Esta definicién es tal que W(a) es real, se
puede usar para calcular productos escalares entre estados y da las distribu-
ciones marginales correctas cuando se suman sobre lineas en el espacio de fase
que es una grilla Goy con 2N x 2N puntos. El tamano de la grilla para el
espacio de fase es importante para obtener una funcién de Wigner que cumpla
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q+p=n, 2q+2p=n,

Figura 4.1: En la parte izquierda se muestran las rectas correspondientes a ¢ + p = 0, 2.
Ambas rectas tienen un total de 8 puntos y la ecuacién ¢ + p = n3 tiene ocho rectas
distintas. La parte derecha muestra la ecuacién 2¢ + 2p = n3. Alli sélo hay 4 rectas
distintas, cada una con 16 puntos. Estos casos muestran que, si bien las dos rectas tienen
la misma pendiente, las rectas pueden tener distinta cantidad de puntos dependiendo de
n3.

con las propiedades P1-P3. Los valores de W(a) sobre la sub-grilla Gy son
suficientes para reconstruir el resto del espacio de fase (pues el conjunto A(a)
es completo cuando a perteneces a la grilla Gy. Sin embargo, la redundancia
introducida al duplicar el nimero de sitios tanto en ¢ como en p es esencial
cuando queremos imponer la propiedad P3.

4.3. Funciones de Wigner para estados cuanticos

Para calcular la funcién de Wigner de cualquier estado cuantico es conve-
niente usar la ecuacién (4.23) para A(q, p) y escribir:

z
L

1 R 2% n
W(g.p) = 55 D_ (a = nlpln)e’ ¥nE=9/2), (4.38)
0

3
i

Es importante recordar que basta calcular los N2 valores independientes
en la primer sub-grilla (restringiéndonos a a = (q,p) € Gn) y usar (4.29) para
calcular en los restantes 3N?2 puntos.

Antes de mostrar casos especificos de representaciones de Wigner para
estados vale la pena mencionar algunas caracteristicas generales de la repre-
sentacién de estados puros. Si el estado cuantico es puro entonces p es un
operador de proyeccién. al expandir p en operadores de punto usando (4.31)
e imponiendo la condicién 5? = j obtenemos:
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W(a)=4N? Y T(a,B,MW(HW(). (4.39)
BveGN

donde la funcién I'(e, 8, 7), depende de tres puntos del espacio de fase (i.e.
un tridngulo) es

[(a,B,7) = Tr(A()A(B)A(7))

= e FSes (4.40)

si dos o tres de los puntos (a, 8, ) tiene coordenadas q par y p par. De otra
manera ['(a,8,7) = 0. En la expresién anterior, que es valida para valores
pares de N, S(a, 3,7) es el drea del tridngulo formado por los tres puntos del
espacio de fase (medidos en unidades donde el drea de un tridngulo en el que los
tres puntos estén separados por un sitio es igual a uno). Una expresién similar
fue obtenida por Wooters [Wooters87]. La funcién de tres puntos I'(a, 8,7)
tiene un significado geométrico y juega un rol interesante cuando se estudian
las propiedades de la evolucién temporal.

4.3.1. Auto-estados de posicién y momentos, y sus superposiciones

Como primer ejemplo podemos calcular la funcién de Wigner de un auto-
estado de posicién (un estado computacional de la computadora cuantica)
Pao = 190){qo|. Es simple obtener un expresién analitica para W(q, p):

1 T DY/ — im
Weo(g:p) = 577(g0lURV P |go)e™™ /™
= 5arow(g = 2a0) (~1pe-2e0 (41)

donde zy denota z modulo N. La funcién es cero en todos lados salvo en
dos franjas localizadas en ¢ = 2¢go modulo N. Cuando ¢ = 2¢p, W(q, p) toma
el valor constante 1/2N mientras que para ¢ = 2go+ N vale 1/2N para valores
pares de po —1/2N para valores impares. Estas oscilaciones son caracteristicas
de fenémenos de interferencia y se puede interpretar que aparecen debido a
la interferencia entre la franja que tiene ¢ = 2qg y su imagen especular a
una distancia 2N de 2¢g, que aparece debido a las condiciones periddicas
de contorno. El hecho que la funcién de Wigner tome valores negativos es
fundamental para reobtener las distribuciones marginales correctas. Sumando
los valores de W (g, p) sobre una linea vertical da la probabilidad de medir ¢/2
que es 1 para ¢ = 2qp y cero para todos los otros valores. Se puede hacer un
cdlculo muy similar par auto-estados de momento g = |ko){ko|. El resultado
es muy similar pero ahora las franjas son horizontales.

Es interesante analizar también la funcién de Wigner de un estado que es
superposicién de dos estados computacionales: [¢) = (g0} +e7*®|q1)) /V2.



En este caso también es posible obtener una expresién cerrada para W(q, p)
que resulta:

Wi(q,p) = % (Weo (9, P) + Wy, (g, D) + AWy 4, (4, P))]

donde el término de interferencia es

1 3 2
AW (@0) = 3 8n(@ (1) cos (Fp+4)

con§=qo+q1—qyA=2N/(q — q1). Vemos entonces que la funcién
de Wigner tiene dos términos que corresponden a los dos estados computa-
cionales y un término de interferencia que tiene un pico en la franja vertical
ubicada en el punto medio ¢ = gy + g1 mod N. En esta franja la funcién de
Wigner oscila con una longitud de onda que es inversamente proporcional a
la separacién entre las dos franjas principales. Este patrén oscilatorio tiene su
imagen correspondiente y la interferencia genera a su vez otras oscilaciones.
La figura 4.5 muestra la funcién de Wigner para un estado superposicion de
dos estados computacionales. En el grafico es facil reconocer las caracteristicas
recién discutidas.

4.3.2. Otros estados cudnticos

Es posible calcular la funcién de Wigner en forma cerrada para algunos
otros casos interesantes. En la figura 4.6 se ve la funcién de Wigner para
un estado totalmente mixto (que, como dijimos es cero en todos los puntos
salvo para valores de a con g y p pares). También mostramos en la figura 4.6
la funcién de Wigner para un estado Gaussiano que es una superposicién de
estados computacionales (con condiciones periédicas de contorno, es decir, la
suma de un estado Gaussiano centrado sobre un punto del espacio de fase y
su infinitas imagenes Gaussianas especulares). El grafico muestra, ademas de
la Gaussiana principal a tres imagenes especulares moduladas por franjas de
interferencia. Estas corresponden a la interferencia entre el pico principal y
sus imagenes especulares (obsérvese la orientacién de las franjas).

4.4. Evolucién en el espacio de fase

Ademas de representar estados es posible también estudiar la evolucién de
los mismos en el espacio de fase. Si U es el operador unitario de evolucién
que toma el estado del sistema al tiempo t y lo evoluciona al tiempo t + 1, la
matriz densidad evoluciona de acuerdo a:

p(t+1) = Up(t)U?.

Usando esto, es simple ver que la funcién de Wigner evoluciona de la
siguiente manera:
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W(a,t+1)= Y ZagW(B,1). (4.43)
BeGan

donde la matriz Z,g se define como:

Zeg =N Tr(A(a)UA(B)UY). (4.44)

Es decir, la evolucién temporal en el espacio de fase es representada como
una transformacién lineal (que claramente es una consecuencia de la linealidad
de la ecuacién de Schréodinger). La unitariedad de la transformacién impone
algunos restricciones sobre la matriz Z,3: para preservar la pureza de los
estados, la evolucién temporal debe preservar la estructura de la ecuacion de
vinculo (4.39). Por lo tanto, la matriz deja invariante la funcién de tres puntos

(e, B,7), ie.

T, 8,7) =) ZaaZppZyT(a,8,7).
afy

La matriz real Z,g contiene toda la informacién de la evolucién temporal.
En general, esta matriz conecta un punto a con muchos puntos 8 por lo
que, en general, la evolucion sera no-local en el espacio de fase. Esta es una
caracteristica de la mecdnica cuéantica: los sistemas clasico, por el contrario,
evolucionan siguiendo un flujo de trayectorias. En ese caso, el valor de la
distribucién clasica W{(a,t + 1) es igual al valor W(3,t) para algin punto 3
que esta bien definido por el valor de a y t. Es interesante preguntarse qué
clase de operadores unitarios generaran dinamicas locales en el espacio de fase.
A continuacién veremos algunos ejemplos.
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4.4.1. Traslaciones en el espacio de fases

Es facil demostrar que si consideramos la evolucién unitaria que correspon-
de a una traslacién en el espacio de fase, es decir, el operador T(a) = T(q,p)
entonces la evolucién temporal es local en el espacio de fase. Mas aun, la evo-
lucién cuantica y clasica son idénticas pues el valor de la funcién de Wigner
es trasladada rigidamente en el espacio de fase:

U=T(0) &= W(a,t+1)=W(a-20,t). (4.46)

Notar el factor 2 en la expresién que es una simple consecuencia de trabajar
en un espacio de fase de 2N x 2N. Otro ejemplo de evolucién local es la
asociada al operador A(a). En tal caso la evolucién resultante no es sélo una
traslacion sino que ademads esta combinada con una reflexién:

U=A4(0) = W(a,t+1)=W(20—a,t). (4.47)

Los dos ejemplos presentados aqui son ejemplos donde hay una corres-
pondencia entre evolucion cldsica y cuantica. Ahora veremos que hay otras
familias de operadores un poco mas interesantes que también tienen corres-
pondencia clasica-cuantica.

4.4.2. La transformada de Fourier

La transformada de Fourier discreta es un operador unitario muy usado en
algoritmos cuanticos. Debido a que transforma las dos bases (la de posicién y
momento) es de esperar que tenga una representacién simple en el espacio de
fases. De hecho es facil demostrar que la transformada de Fourier no es otra
cosa que una rotacién de 90 grados:

U= UFT — W(pr1t + l) = W(—p, q)t) (448)

donde —p es la inversa aditiva mod (N) de p. Nuevamente vemos que la
transformada de Fourier estd representada por una operacién local en el espa-
cio de fases (y, en este sentido es una operacion completamente clésica en cada
una de las sub-grilla de N x N). Por ejemplo, si aplicamos la transformada
de Fourier al estado de la figura 4.5 (un estado computacional y una super-
posicién de dos estados computacionales) uno obtiene la funcién de Wigner
resultante rotando la figura 90 grados (i.e., se obtiene un estado de momento
y una superposicion de estados de momento donde el patrén vertical es ma-
peado horizontalmente). También es claro que si aplicamos la transformada
de Fourier dos veces obtenemos una rotacién de 180 grados. Esto no es otra
cosa. que el operador reflexién que es equivalente a lo que nos dice la ecuacién
(4.18).

4.4.3. Los mapas cuadriticos (gatos) se propagan cldsicamente
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Las operaciones que mostramos antes (traslaciones rigidas, reflexiones y
transformadas de Fourier) son algunos de los ejemplos de operadores clasicos
de evolucion en el espacio de fases. Una familia mas general de tales operadores
se discutira aqui. Esta familia estd compuesta por las cuantizaciones de sis-
temas dindmicos clasicos con Hamiltonianos que son cuadraticos y que tienen
un espacio de fases con condiciones periddicas de contorno (como el espacio de
fases es un toro, las transformaciones clasicas son los automorfismos lineales
del toro [Arnold68]). Ahora presentaremos rapidamente estos operadores uni-
tarios y mostraremos que la evolucién cldsica y cuédntica coinciden (algo que
ya habia sido demostrado por Hannay y Berry [Hannay80] utilizando técnicas
totalmente distintas). Consideremos la siguiente familia de operadores con dos
parametros

Ucat = VoT V. (4.49)

Los operadores V, y 7 son diagonales en la base de posicién y momento
(respectivamente) y satisfacen:

Vjln) = exp(—i2rn®(1— j)/2N)In)
T|ky = exp(—i2nk?/2N)|k) (4.50)

donde j es un entero. El operador U,: puede ser interpretado como
el operador de evolucién de un sistema con un Hamiltoniano en el cual el
término cinético y potencial son prendidos y apagados de manera alternada.
Los parametros a y b son enteros que miden la intensidad de cada patada po-
tencial. Es facil encontrar el sistema clasico que corresponde a dicho operador:
una forma de hacerlo tomando elementos de matriz del operador (4.49) en la
base computacional y mostrar que

(n|Uoat|n) = K exp(i2r(an? + bn’ — 2nn’)/2N) (4.51)

donde K es una constante de normalizacion. El exponente en ésta ecuacion
puede ser interpretado como la accién clésica del sistema donde n y n’ son los
valores finales e iniciales de la coordenadas. Por lo tanto, la ecuacién clasica
de movimiento correspondiente al sistema es:

n=bn'+p p=(ab-1)n'+ap. (4.52)

El sistema clasico fue extensamente estudiado [Arnold68): para valores en-
teres de a y b, es un miembro de la famosa familia de mapas “gatos” [Arnold68],
i.e. todos los autmorfismos lineales del toro. El sistema es cadtico cuando
los auto-valores de la transformacién lineal M que mapea o' = (n',p’) en
a = (n,p) como en la ecuacién (4.52) son ambos reales (sino el mapa es inte-
grable). Este es el caso si TrM = a+ b > 2 (notar que M tiene determinante
1). En particular, cuando a =2 y b = 1 el mapa es el llamado mapa del gato
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de Arnold (n =n’ +p/, p =n'+ 2p). El mapa as{ definido, si miramos (4.49),
es simplemente una patada cinética seguida por una patada potencial donde
el potencial es un oscilador de potencial invertido.

Usando lo resultados anteriores se puede ver la razén por la cual la evolu-
cién cldsica y cudntica son idénticas. Para ello computemos la matriz Z,5 que
evoluciona la funcién de Wigner. Para hacer el cdlculo es 1til primero obser-
var que, si el operador U es el dado por (4.49), entonces la siguiente identidad
debe cumplirse:

Uet A(a) = A(Ma) Ugy, (4.53)

donde, como antes, la transformacién lineal es la dada en (4.52). Esto
implica que el operador unitario mapea al operador de punto de fase en la
misma manera que la dinamica clasica mapea a los puntos en el espacio de fase.
Usando esto, no es dificil ver que la funcion de Wigner evoluciona clasicamente:

U=Usqt <= Wa,t+1)= WM lat). (4.54)

Nuestro resultado no es sorprendente cuando se lo ve desde la perspectiva
de la mecanica cuantica ordinaria de los sistemas continuos. Es bien sabido
que la evolucién clasica y cudntica son idénticas en el espacio de fase si y sélo
si el sistema cldsico tiene un Hamiltoniano que es cuadratico en q y p. Aqui
mostramos que el mismo resultado es vilido en espacios de fase discretos.

4.4.4. Compuertas booleanas en el espacio de fases

La familia de mapas del gato presentada en la seccién anterior, aunque
amplia, no incluye operadores que son mas naturales en el ambito de la com-
putacién cudntica. Aqui analizaremos la dindmica generada por operadores
que implementan operaciones booleanas y veremos cuando son clésicas y cuan-
do cuanticas. Estas operaciones son fundamentales a la hora de implemen-
tar cualquier algoritmo cuantico. Analicemos entonces una funcién biyectiva:
f:ZNn — Zn (f es una permutacién de N enteros). Dada f podemos definir
un operador unitario U/ ¢ cuya accién en la base computacional es permutar los
vectores de la misma manera que lo hace f:

Usln) = |f(n)) (4.55)

La funcién booleana f correspondera a algin circuito general (reversible)
clasico. Mas alin, podemos asociarle a f un mapa cldsico en el espacio de
fase. Dicho mapa permuta las columnas en el espacio de fase de la misma
manera que lo hace f, es decir, manda la franja vertical etiquetada por n a la
etiquetada por f(n). Ahora intentaremos ver bajo que condiciones la evolucién
en el espacio de fase asociada a U ¢ es idéntica a la cldsica. La respuesta
es sorprendentemente simple: el mapa cudntico es idéntico al clasico sélo si
f(n) = n+a (mod (N)), para cualquier entero a. Es decir, las permutaciones
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cldsica y cuantica son las mismas sélo en el caso que f sea un desplazamiento
ciclico.

La demostracién es simple: consideremos la accién de U f sobre dos tipos de
estados. Primero miremos cémo transforma U 7 a la funcién de Wigner de un
estado computacional (es decir, a la matriz densidad de la forma p = |ng)(no|,
mostrada en la figura 4.5) Luego analizaremos como Us modifica el término
de interferencia que aparece cuando tenemos una superposicién de dos esta-
dos computacionales (por ejemplo: p = [ng)(n1| & |n1)(no|). Estos operadores
forman una base completa del espacio de matrices Hermiticas por lo que miran-
do como evolucionan al aplicarles el operador de evolucién podemos entender
que pasara con estados mas generales. Como el operador U  permuta estados
computacionales la funcién de Wigner actuando sobre cualquier estado de este
tipo coincide con el caso cldsico (es decir, traslada las columnas verticales co-
mo el mapa cldsico 2n — f(2n)). Sin embargo, cuando aplicamos el operador
de evolucién a estados superposicion el resultado es bastante distinto. Como
habiamos visto, la franja de interferencia esta siempre en el punto medio entre
los dos estados superposicién (el punto n = ng+n;). Por lo tanto, para que el
estado se transforme cldsicamente debe ocurrir que el punto medio se mapee
al punto medio de los estados transformados: 2f(n) + n2) = f(2n1) + f(2n2).
Mas ain, el estado original tiene oscilaciones con una longitud de onda que
depende de la separacién entre los estados (A = 2N/(ng — n;). Por lo tan-
to, para que la longitud de onda permanezca invariante debe satisfacerse que:
2(no — n1) = f(2no) — f(2n1). No es dificil convencerse que la tnica manera
de satisfacer todas estas condidicion es que f(n) = n + a, es decir, la funcién
corresponde a desplazamientos rigidos de la base computacional.

El resultado anterior se puede generalizar de la siguiente manera: defi-
namos un operador mas general U f,g que tiene asociado dos funciones uno a
uno de enteros a enteros (f y g) definido de la siguiente manera: Uy ln) =
exp(i2rg(n)/N)|f(n)). Haciendo el mismo tipo de andlisis de la seccién an-
terior es posible mostrar que este operador actuara de la manera clasica sélo
si f(n}) =n+ a, g(n) =n+b. En estos casos el operador no es otro que el
operador traslacion en el espacio de fase T(a, b). En resumen: si definimos
un andlogo a las compuertas cldsicas los 1inicos operadores unitarios que ge-
neran la misma dindmica en el espacio de fase que sus andlogos cldsicos son
los operadores de traslacién.

Finalmente es interesante notar que la misma idea de la demostracién que
usamos para probar dichas propiedades se puede extender a sistema continuos
y nos proporciona una nueva forma de entender por qué sélo los sistemas
lineales evolucionan igual que los clasicos para todo tiempo.

4.4.5. Evolucién no-local (cudntica) en el espacio de fase

En lineas generales, los casos presentados hasta aqui son la excepcién: la
mayoria de los operadores unitarios generan una evolucién complicada y no-
local en el espacio de fase. Como ejemplo tomemos el caso de invertir el qubit

menos significativo (el operador asociado es aio)). En este caso es facil obtener:



U=0® < Z,=20o=2/N siaes par (4.56)

y es cero en todos los otros casos (a = (g, p) es par cuando tanto g como p
son pares). Los otros elementos de matriz son faciles de calcular pero con este
solo es posible ver la naturaleza no-local de la evolucién. La ecuacién anterior
implica que cuando U= a;(co) el préximo valor de W(0) es proporcional a la
suma de W (a) sobre todos los valores pares de a lo cual es un mapa claramente

no-local.

Otro ejemplo sencillo de evolucion no-local es la dada por el siguiente ope-
rador UI(_-’;./ 2) que consiste de no hacer nada con el qubit mas significativo y
aplicarle una transformada de Fourier al resto (es decir, una transformada
sobre el espacio de dimensiéon N/2). En tal caso la evolucién se parece a una
rotacién en 90 grados (como el caso de la transformada de Fourier comple-
ta) pero es bastante no-local. Este tipo de transformacién es esencial en la
construcciéon del mapa del panadero. Aqui sélo nos concentraremos en la des-
cripcién en espacio de fase de la misma. Cldsicamente, cuando aplicamos esta
operacién a una franja vertical (un estado computacional), el circuito traslada
la franja segin n’ — 2n(modN), lo contrae a la mitad de su altura y lo rota
90 grados. En la figura 4.7 se pueden ver remanentes de este comportamiento.
Sin embargo, en la figura también se pueden apreciar efectos de difraccién
marcados que hacen que Z,s sea no-local. No es dificil entender de donde
vienen dichos efectos: el bit mas significativo divide el espacio de fase en dos
regiones y el mapa actia de manera discontinua sobre cada una de ellas ge-
nerando difraccién de la misma manera que una pantalla la generaria en un
sistema Optico. Esto se puede contrastar con lo que ocurre cuando se aplica
el mapa del gato de Arnold al mismo estado. En ese caso, la franja vertical es
transportada por el flujo clasico lineal.

4.4.6. Algoritmos cudnticos en espacio de fase

Todos los algoritmos cudnticos no son otra cosa que operadores unitarios
que se disefiaron de manera tal que tras aplicarlos varias veces se genera un
estado en e] cual esta codificada la respuesta a algiin problema computacional.
Midiendo dicho estado obtenemos informacion sobre la respuesta de dicho pro-
blema. Los algoritmos cudnticos estdn disefiados de manera que se comportan
como una funcién regular con N. En muchos casos, estas regularidades deben
ser manifestadas en el espacio de fases. De hecho, en el espacio de fase dicha
representacion es mas (til en el limite de N grandes (una suerte de limite
semi-clasico ya que 1/N se comporta como una constante de Plank efectiva).
El estudio de la representacion de los algoritmos en espacio de fases esta re-
cién empezando a estudiarse pero ya se pueden presentar algunos resultados
interesantes. Como ejemplo discutiremos el algoritmo de busqueda de Grover
cuya representacion en espacio de fases se muestra en la figura 4.8.

En la figura 4.8 se muestra la funcién de Wigner del estado cuantico de la
computadora después de cada iteracién del algoritmo de Grover. El sistema
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tiene un espacio de Hilbert de dimensién N = 32 (es decir, la computadora
tiene 5 qubits) y el algoritmo esta disefiado para buscar el elemento marcado
que aqui hemos tomado como ¢ = 10. El estado inicial es una superposicién
de todos los posibles estados computacionales con igual peso (es decir, un
estado de momento que hemos elegido con con momento cero). De la figura se
observa inmediatamente que el algoritmos funciona de manera muy simple. El
estado inicial tiene una funcién de Wigner que es una franja horizontal (con su
franja de interferencia asociada). Después de cada iteracién, W(q, p) muestra
un patrén de difraccién para convertirse en un estado computacional puro al
final de la bisqueda (en nuestro caso, después de T = VN /4 = 5 iteraciones
que es el éptimo para nuestro caso). Esta representacion muestra que, como
en el caso de un mapa, el algoritmo de Grover tiene un punto fijo en el espacio
de fase con coordenada igual a la del elemento marcado (¢ = 10 en nuestro
caso) y momento igual al del estado inicial.

4.5. Como medir la funcién de Wigner

Uno de los hallazgos mas interesantes que encontramos estudiando ésta
representacion en el espacio de las fases es que es simple construir un circuito
cuantico para medir W(q,p). No sélo es facil medirla sino que el circuito
encontrado tiene varias aplicaciones interesantes. En efecto, dicho circuito
(que describimos mds abajo) es similar al usado para medir auto-valores de
un operador unitario U [Cleve98] y varios algoritmos pueden ser interpretados
como alguna reencarnacién del mismo. Como primer paso vamos a describir
una estrategia general para medir la funcién de Wigner de un sistema cudntico
(tanto discreto como continuo) propuesta en [Miquel02b]. El método es una
aplicacion de un método muy general para hacer tomografia y generaliza una
propuesta para medir la funcién de Wigner en el contexto de cavidades QED

La idea basica se puede entender facilmente a partir de un algoritmo
cudntico sintetizado en un circuito cuantico simple como el de la figura 4.2.
Analicemos sus propiedades: un sistema inicialmente en el estado p se pone en
contacto con un qubit auxiliar preparado en el estado |0). El sistema auxiliar
juega el rol de “particula de prueba” en un experimento similar a un scattering.
El algoritmo representado por el circuito es: i) Aplicar una transformacién de
Hadamard al qubit auxiliar, ii) Aplicar una operacién “control-U” (si el qubit
auxiliar es |1} le aplica U a j mientras que si es |0) no hace nada), iii) aplicar
otra Hadamard al qubit auxiliar y finalmente hace una medicién débil del qu-
bit auxiliar midiendo la polarizacién (es decir, medir el valor de expectacién
de o, y 0y). Es facil comprobar que el circuito tiene la siguiente propiedad:

(0:) = Re[Tx (Up)], (o) = ~Im[Tx (Up)]. (4.57)

De estas dos ecuaciones vemos que la medicién final revela propiedades
tanto del estado g como del operador unitario U.

Es claro entonces que el circuito se puede usar para dos tareas: por un
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Figura 4.2: Circuito para medir Re[ Tr (Up) ], para un dado operador unitario U.

lado se lo puede usar para extraer informacién sobre U si conocemos el estado
inicial p. Por el otro el mismo circuito se puede usar para conocer propiedades
del estado p usando distintos operadores U. Por ejemplo: tomando como U los
distintos operadores producto podemos, mediante varios experimentos, calcu-
lar los coeficientes de expansién de p en la base de operadores producto. Lo
mismo se puede hacer tomando el conjunto de operadores fi(q, p) introducidos
en el capitulo 3. En este sentido, el circuito puede ser adaptado para usarlo
como un tomografo o como un espectrometro.

Como dijimos, tomando U = 2N A(a) se puede medir, directamente los
coeficiente de expansién de p en la base de operadores de espacio de fase. Los
coeficientes W (a), no son otra cosa que el valor de la funcién de Wigner en
un punto del espacio de fase o = (g, p).

Deberia ser claro que este método es aplicable, en principio, tanto para
sistemas continuos como para discretos. Para medir W(a) del estado 5 para
una particula cudntica uno tiene que correr el algoritmo con el sistema en el
estado D(a)pDt(a) (obtenido desplazando a p) y usando U = R (el operador
reflexién). Para medir la funcién de Wigner en el caso discreto es mas conve-
niente usar U = 2N A(a). En ambos casos el operador aplicado es unitario y
hermitico y la medicion se puede hacer midiendo sélo la componente z de la
polarizacién.

Recientemente se han llevado acabo diversos experimentos para medir
la funcién de Wigner en varias areas de la fisica para sistemas continuos
([Dunn94]). Es interesante notar que el esquema presentado describe el expe-
rimento llevado acabo para medir la funcién de Wigner del estado del campo
electromagnético en una cavidad superconductora [Lutterbacj97, Nagues00).
En ese caso el sistema a medir es un modo del campo electromagnético alma-
cenado en una cavidad de alto Q y el bit auxiliar es un qubit formado por un
atomo de dos niveles |g) y |e). Curiosamente, éste experimento se puede des-
cribir facilmente con el circuito de la figura 4.2: i) el 4tomo pasa por lo zona
Ramsey que tiene el efecto de implementar una transformada Hadamard. Una
fuente de radiofrecuencia es conectada a la cavidad desplazando el campo en
el espacio de fase (donde el desplazamiento estd dado por «), ii) el 4tomo pasa
por la cavidad interactuando dispersivamente con el campo. La interaccién
estd disefiada de manera que si el 4tomo se encuentra en el estado |g) nada pa-
sa mientras que si estd en el estado |e) el estado adquiere una fase 7 por fotén
de la cavidad. Esta interaccién es simplemente un control-ezp(—inN) (donde
N es el operador nimero de fotones) que no es otra cosa que la “reflexién con-
trolada”. iii) El 4tomo deja la cavidad pasando por otra zona de Ramsey que
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aplica otra compuerta Hadamard. Finalmente el 4&tomo es detectado por un
contador para determinar si estd en el estado fundamental |g) o en el excitado
le}. El experimento se repite varias veces y la funcién de Wigner se obtiene de
la diferencia de la probabilidad de obtener el 4tomo en el estado fundamental
o excitado: W(q,p) = 2(P(e) — P(g))/h. Como vemos, el experimento con
las cavidades QED es un ejemplo tomografico del circuito de la figura 4.2.
El punto importante es que el método es generalizable a sistemas arbitrarios
(discretos o continuos).

Para el caso discreto uno puede demostrar que el circuito 4.2 puede ser efi-
cientemente descompuesto como una secuencia de operaciones con compuertas
elementales. Para ello sélo debemos implementar las operaciones: control-U,
Vy R. Todas ellas se pueden hacer utilizando compuertas como las usadas
en (Miquel96] que requieren un numero polinomial funcién de log(/V) de com-
puertas elementales. Para descomponer V como una secuencia de compuertas
de uno y dos qubits debemos recordar su accién sobre un ket: |n) que es:

VPln) = exp(i2mpn/N)In)
L-1

= H [exp(i21rp2i/N)]ni )

i=0

donde n; es la expansién binaria de n. De esta expresién vemos que le
tenemos que aplicar la fase exp(i2mp2¢/N) sélo si n; = 1. Por consiguiente, V'
es simplemente una secuencia de compuertas que aplican una fase al estado
dependiendo del estado de cada bit de n como se ve en el siguiente circuito:

1 ?

L !

Figura 4.3: Circuito para implementar el operador s Cada caja es una operacidn sobre
un qubit tal que: ¢;|0) = |0) mientras que ¢i|1) = exp(i27p2' /N)|1).

Como el operador U no es otra cosa que un desplazamiento en la base de
posicion se puede usar el circuito sumador médulo N presentado en el capitulo
3o s1mplemente observar que U se obtiene del circuito de V usando que
U=U FTVU rr. Finalmente, el operador de reflexién se puede implementar si
observamos que R = UI%T (dos transformaciones de Fourier son equivalentes a
una reflexién). El circuito completo se puede ver en la figura 4.4.

El procedimiento entonces para medir la funcion de Wigner del estado j,
es el siguiente: i) preparamos al sistema en estado |0)(0| ® p,, ii) le aplicamos
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Figura 4.4: Circuito para medir la funcién de un estado almacenado en L qubits de una
computadora cudntica. El operador ¢, es un circuito como el de la figura 4.3 mientras que
Urt implementa la transformada de Fourier discreta. la transformada Hadamard mientras
que es una rotacién alrededor de z en un angulo ¢.

el circuito de la figura 4.4, iii) medimos la componente z del qubit de con-
trol, iv) repetimos el procedimiento hasta tener (¢.) = 2NRe[Tr (A(q,p)p) ], =
W (g, p). Cambiando el circuito para cada uno de los puntos ¢, p medimos un
punto de la funcién de Wigner. Es importante aclarar que la medicién de la
funcion de Wigner en un punto del espacio de fases es eficiente pero que la
determinacién completa de la funcién de Wigner es una tarea que es expo-
nencial en el nimero de qubits (lo cual es natural ya que es equivalente a la
determinacién completa del estado cudntico del sistema).

El circuito introducido para medir la funcién de Wigner resulta muy 1til
y tiene numerosas aplicaciones. Como ya dijimos se puede interpretar tanto
como un espectrometro para averiguar propiedades de U si conozco el estado
del sistema o como toméografo para medir p utilizando operadores U apropia-
dos. Por ejemplo, en el estudio de sistemas cadticos cuanticos nos interesa
calcular TrU", es decir, trazas de potencias del operador evolucién. Estas
trazas guardan informacién acerca de la estructura de érbitas periédicas del
sistema. Para ver esto basta escribir:

TeU™ = 3 (wil0™ )

donde |v;) es alguna base del espacio de Hilbert. En palabras, esta ecuacién
nos esta midiendo el solapamiento promedio entre algin estado |¢;) y el estado
U™|4;). Nos dice cuanto coinciden [#;) con el mismo estado propagado n veces.
Si hay alguna periodicidad ese niimero seras mas grande que si no la hay por
lo tanto las trazas tienen informacién de las érbitas de periodo n.

Con el circuito general que hemos mostrado es trivial hacer esto. Es sabi-
do como construir circuitos correspondientes a mapas caéticos. Por ejemplo,
Schack mostré como implementar un circuito del mapa del panadero utilizan-
do compuertas elementales. Si agregamos un control adicional e iniciamos al
sistema en el estado p = I/N podemos usar nuestro circuito para estudiar las
trazas para el operador evolucién del mapa del panadero. Esta es una magni-
tud que es directamente observable. Sin embargo, hacer el cdlculo andlogo en
una computadora cldsica resulta practicamente imposible (con la tecnologia
de hoy) para sistemas con mas de 30 qubits. También es trivial implementar
los mapas del gato introducidos en este capitulo y medir sus trazas.
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4.6. Resumen

En este capitulo presentamos una representacion en el espacio de fases
para sistemas cuanticos con espacio de Hilbert discreto. Dicha representacion
resulta 1til para estudiar la evoluciéon de una computadora cudntica y sistemas
cadticos cuanticos y su limite semi-clasico. Ademds mostramos que es posible
medir dicha distribucién con un circuito simple que también resulta 1til para
obtener tanto propiedades del espectro de un operador desconocido o hacer
tomografia de estados. Aunque el circuito era conocido, su interpretacion
como espectrografo o tomdgrafo nos abre numerosas puertas para investigar,
por ejemplo, sistemas cuanticos cadticos con una computadora cudntica. En
el préximo capitulo veremos resultados experimentales de la medicion de la
distribucién en espacio de fase para un sistema con un espacio de Hilbert de
baja dimensién.
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Figura 4.5: Funcién de Wigner de un auto-estado de posicién, un estado de momento y
de una superposicion de auto-estados de posicion. Observar en todos los casos las franjas
de interferencia entre el estado y la imagen resultante de imponer condiciones periddicas de
contorno. En todos los graficos el color azul representa valores positivos de la funcién de
Wigner mientras que rojo valores negativos.
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Figura 4.6: A la izquierda se puede ver la funcién de Wigner del estado mixto. Es distinta
de cero sélo para valores de g y p pares. A la derecha se observa un estado Gaussiano.
Observar las imagenes generadas por la interferencia debido a las condiciones periédicas de
contorno.
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- Figura 4.7: En la figura de la derecha vemos el efecto de aplicarle la transformada de
r Fourier U;,-NT/ ?) a un estado computacional. Claramente se ven los efectos de difraccién que
! muestran que la evolucién es no-local.
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Figura 4.8: Algoritmo de Grover en el espacio de fase. Se observa como el estado inicial
de momento p = 0 se va convirtiendo, iteracidn tras iteracion en el estado ¢ = 10 que
corresponde al item buscado.
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5. Computacién Cudntica con Resonancia
Magnética Nuclear

Sin duda toda los algoritmos y herramientas de procesamiento de infor-
macién cudntica desarrollada en los Gltimos 8 afios serian inttiles sino fuera
posible construir una computadora cudntica. En paralelo a todos los avances
tedricos, grupos experimentales alrededor del mundo han estudiado diversos
sistemas para poder desarrollar el “hardware” de una computadora cuantica.
DiVincenzo [DiVincenzo00] en listé de manera sistematica los requisitos para
que un sistema fisico sea utilizable como computadora cudntica. Estos son:
i) un sistema fisico para almacenar los qubits ii) la posibilidad de generar
un estado inicial |00...0). iii) tiempo de decoherencia largos comparado con
el tiempo necesario para hacer una operacién, iv) un mecanismo para im-
plementar compuertas universales, y v) una forma de medir el estado de los
qubits. Los sistemas estudiados que verifican los requisitos minimos pasan de
adtomos/iones en trampas magneto-Opticas, arreglos de junturas Josephson en
superconductores, cavidades Opticas a quantum dots y resonancia magnética
nuclear (RMN) en sélidos y liquidos (Ver [Nielsen00] para una lista completa
de referencias). Sin embargo, practicamente los tnicos resultados interesantes
que se han obtenido han sido utilizando RMN en liquidos. Los espines de
una molécula en solucion estan casi totalmente aislados de sus vecinos por
cuestiones geométricas mientras que, debido a su difusién en el liquido, el aco-
plamiento dipolar entre moléculas promedia a cero. Esto los convierte en un
buen lugar para almacenar y procesar informacién cuantica. Mediante pulsos
de radiofrecuencia sintonizados a las frecuencias de resonancia de los distintos
nucleos se puede manipular el estado individual de cada qubit. Para lograr
hacer légica condicional entre qubits se usa la interaccién natural entre es-
pines nucleares. La dificultad principal para usar RMN en liquidos proviene
del hecho que el estado inicial de las moléculas es mixto. Afortunadamente es
posible superar este obstdculo como veremos mdas adelante.

En este capitulo discutiremos a fondo esta implementacion y presentare-
mos resultados experimentales llevados a cabo en el laboratorio LANAIS del
Departamento de Fisica de la FCEyN y en Los Alamos, EEUU. Comenza-
remos dando un vistazo general al area de resonancia magnética nuclear en
liquidos para luego discutir las herramientas basicas para poder hacer com-
putacién cudntica con RMN. Finalmente mostramos los resultados de varios
experimentos incluyendo la medicién de la funcién de Wigner para un sistema
de dos espines.

5.1. RMN en liquidos

En la naturaleza los nicleos presentan un momento dipolar i que es pro-
porcional al momento angular I. La constante de proporcionalidad es el fac-
tor giro-magnético (aqui <) y depende del isétopo del niicleo. Para algunos
isétopos dicha constante puede ser cero como es el caso del 12C. Al introdu-
cir un nicleo en un campo magnético el espin del mismo (y por lo tanto el
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momento dipolar) precedera alrededor del campo magnético By con una fre-
cuencia wp = yBp. Si tenemos una muestra con muchos nucleos es posible,
mediante una bobina medir la corriente inducida en ella debido a la prece-
sién de los momentos dipolares de todos los nicleos. Midiendo la frecuencia
de esta corriente oscilatoria se puede determinar la frecuencia wg que nos da
informacion del tipo de nicleos presentes en la muestra. Debido a la inte-
raccion entre espines de una misma molécula es posible, midiendo la senal
sobre la bobina extraer también informacién acerca de los acoplamientos de
los espines en la molécula. Este es el principio usado en espectroscopia RMN
y comprende una rama enorme tanto de la fisica como de la quimica moder-
na. Sin embargo, nosotros usaremos RMN en una manera muy distinta a la
que estdn acostumbrados los espectroscopistas. En computacién cudntica no
nos interesa encontrar los acoplamientos entre espines sino, una vez que los
conocemos, usarlos para procesar informacion almacenada en ellos. Para ello
se utilizan moléculas simples y bien estudiadas para tener el maximo control
sobre su dinamica.

A modo de ejemplo discutiremos todos los principios basicos para una
molécula hipotética simple de dos nicleos: un hidrégeno 'H y un carbono
13C. Un ejemplo de dicha molécula es el cloroformo (CHCl3) donde el carbono
es reemplazado por su isétopo 13C. Cada niicleo se comporta esencialmente
como una particula de espin 1/2. Como el protén y el carbono tiene factores
giro-magnéticos muy distintos (el del carbono es 4 veces mas chico que el del
1H), sus frecuencias de resonancia serin muy distintas. En el espectrémetro
que usamos, la frecuencia de resonancia del !H es aproximadamente 500 MHz
mientras que la del carbono es de ~ 125 MHz. Si por un momento olvidamos
cualquier interaccién que pueda existir entre los momentos magnéticos de los
espines (y entre moléculas) y medimos la corriente que se induce en la bobi-
na de observacién aparecerian dos frecuencias caracteristicas de los nicleos.
En RMN es costumbre mirar la transformada de Fourier de la corriente que
presentara picos en las frecuencias de resonancia del hidrégeno y carbono.

En este punto es conveniente hablar un poco acerca de las interacciones
entre espines. Debemos distinguir dos tipos: las interacciones con espines
de la misma molécula y con espines de otras moléculas. Empecemos con las
internas. Si bien en la mayoria de las moléculas la distancia entre nicleos es
grande como para que los espines interactiien de manera directa, si lo hacen
de manera indirecta mediante su interaccién con los electrones que orbitan en
la molécula. A esta interaccién se la conoce como acoplamiento J. El origen
del acoplamiento es facil de entender: el campo generado por el momento
magnético nuclear interactia con el espin de los electrones que orbitan en la
molécula. Estos electrones, a su vez, estdn compartidos por varios nicleos e
interactlian con otros nicleos vecinos también a través del campo magnético.
La otra interaccion relevante es la que existe entre moléculas. En los sélidos
dicha interaccion es de tipo dipolar y es muy importante. Sin embargo, en
los liquidos a temperatura ambiente, dicha interacciéon promedia a cero debido
a la rapido rotacidn de las moléculas dentro del fluido de manera que, cada
molécula estd virtualmente aislada de las demds. De esta manera cuando
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consideramos RMN en liquidos, lo podemos pensar como un ensamble de N ~
1024 moléculas no interactuantes.

Para formalizar un poco esta descripcion escribamos cual es el Hamilto-
niano que describe nuestra molécula hipotética. La parte que nos interesa es
la nuclear y esta descripta por el siguiente Hamiltoniano:

He = w I} + wol? + 2nJ12 (L + LB + 1L12) (5.1)

donde I;F (k=1,2y j =z,y,z) es la componente j del momento angular
del espin k. Para espines 1/2: I; = 1ho; con o; las matrices de Pauli. De aqui
en mds tomaremos /i = 1 salvo en algunos pasajes. A este tipo de interaccién
entre los espines se la conoce como acoplamiento fuerte cuando es de la forma:
I' - 12. Si la diferencia entre las frecuencias de resonancia lwi —wo| > Jig la
ecuacién (5.1) es bien aproximada por el de acoplamiento débil:

Hye = w11 + w2 4+ 27, 112 (5.2)

Este Hamiltoniano es mucho maés simple por dos motivos: por un lado es
automaticamente diagonal en la base de los auto-estados de I, y por lo tanto no
es necesario diagonalizarlo. La segunda ventaja es que los términos conmutan
entre si y resulta mas facil escribir el operador evolucion temporal. En el caso
que estamos considerando el Hamiltoniano es una excelente aproximacion: la
diferencia de frecuencias entre el 'H y 13C es del orden de los 300 MHz mientras
que el acoplamiento tipico entre proton y carbono esta en los cientos de Hz.

Conocido el Hamiltoniano de cada molécula se puede analizar cual es la
dindmica de los estados. Como no es funcidon explicita del tiempo el operador
de evolucién se obtiene exponenciando el Hamiltoniano: U(t) = exp(—:Ht).
Debido a que los términos de H conmutan, la evolucién se puede descomponer
en tres operaciones simples: dos rotaciones alrededor de z con angulos w;t y
wet y una rotacién en torno al “eje” Iilf en un angulo mJyot. Més adelante
explicaremos esta observaciéon un poco més.

5.2. Formalismo de operadores producto (FOP)

5.2.1. Describiendo estados cuanticos

Antes de poder ver cémo evolucionan estados debemos hablar acerca de co-
mo representar el estado de los espines. En mecanica cuantica, se acostumbra
usar la matriz densidad de un sistema para describir su estado. Esta repre-
sentacion permite describir, ademés de un tinico sistema (dado por un rayo
en el espacio de Hilbert) a una mezcla estadistica como es nuestro ensamble
de moléculas. En principio, para describir un sistema de N ~ 10*% moléculas,
se necesitaria una matriz densidad que es el producto tensorial de N matrices
pi: una por cada molécula. Sin embargo, como las moléculas no interactian
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es claro que sélo es necesario estudiar la evolucién de la matriz densidad de
una de ellas. Si ademds nuestras moléculas estan en equilibrio termodindmico
la matriz densidad que describe a nuestro ensamble es:

p=eH/HT 7. (5.3)

donde Z = Trp es la normalizacién. Para el caso de nuestra molécula
hipotética, p se puede escribir como:

p e—(u1ll+uzl§+21r.f12Iil';')/kT (5.4)
2nJ
1 2 12 2
= - — I I; .
! kTIz kTI kT (5.5)
wl
~ 1- kT lez (5.6)

para los campos magnéticos de los espectrémetros modernos. Al operador
p — 1 se lo suele denominar matriz densidad desviacién. Este operador es
tipicamente muy pequeiio. En efecto la anterior es una excelente aproxima-
cion porque w/kT = By /kT es aproximadamente una parte en un millén y
ademas w > Jj2. Esto quiere decir que la matriz densidad es practicamente
la identidad mas una pequena desviacién. Sin embargo, es importante notar
que la sefial que se mide en los espectrémetros proviene, precisamente de la
desviacién de la identidad. Es claro que una matriz proporcional a la identidad
no tiene ninguna direccién de polarizacion y por lo tanto no genera una senal
detectable por lo que de ahora en mas omitiremos ese término. Finalmente
es conveniente omitir los factores wy/kT pues son simplemente un factor de
escala sin importancia por lo que al operador densidad inicial de nuestro siste-
ma lo escribiremos simplemente como: I! +I2. Los espectroscopistas de RMN
suelen escribir la matriz densidad como combinaciones lineales de “operadores
producto”: es decir, productos tensoriales de I%, I; e I¥. Cualquier matriz se
puede expandir como una combinacién lineal de estos productos tensoriales
més la matriz identidad.

5.2.2. Evolucién de operadores producto

La ventaja de usar esta notacién es que es posible interpretar la evolucién
ante pulsos de radio-frecuencia (rf) y la evolucién libre de una manera muy
simple e intuitiva. Para empezar veamos c6émo cambia un término I} cuando
lo rotamos en un angulo @ = w;t alrededor del eje z. El operador evolucion es
entonces: U(t) = exp(—iw;t I}). Ante cualquier transformacién unitaria, la
matriz densidad evoluciona como p — U(t)pUT(2). Si el estado del sistema es
p = IL es facil hacer ésta cuenta y resulta,

LI, os(0)IL + sin(9)IL. (5.7)
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De esta expresién vemos que I} rota en torno al eje z en un ngulo 6 como
esperabamos intuitivamente (y como surge, ademas de observar que I' y I? son
operadores vectoriales). En general, si tenemos un operador I; y le aplicamos
U(t) = exp(—i81) el estado evoluciona de la siguiente manera:

I, D% cos()L; + i sin(8)[Ix, L] (5.8)

siempre que I; y Ix no conmuten. También es facil calcular cémo evolucio-
nan términos que son productos de dos o més operadores de espin. Definamos
los siguientes productos de operadores: Cq = {I;, 2I,;Ix,4I;1,1;,. ..} entonces,
si le aplicamos U(¢) = exp(—: 8 C;) a un estado C,, éste evoluciona segin:

9
C, Bles, cos(8)Cp + isin(6)[C,, Cp)- (5.9)

Usando estas reglas de evoluciéon podemos ver como cambia, por ejemplo,
el estado I 4+ I2: es decir, el espin 1 est4 en el planos z-y mientras que el espin
2 estd en la direccién z. Como el estado no conmuta con el Hamiltoniano libre
Hyc el mismo variara en el tiempo. Para calcular su evolucién usaremos el
hecho que los tres términos de (5.2) conmutan por lo que descomponemos la
evolucién en tres operaciones independientes: exp(—iw;tll), exp(—iwstI?) y
exp(—iJ12tIlI2). Veamos por separado cada término al evolucionarlo por un
tiempo ¢t con el Hamiltoniano libre. Como If conmuta con H,,. este estado no
evoluciona asique:

2 Huwet 2
12 Huct, 2

El otro estado es un poco mas complicado pero resulta:

wot I2

L L
21rJ12tlllf 1 . 1y2
—— coswJiotI; +sinwdypt L I7
wrtl!

cos 21 Jyat (coswit IL + sinwt I;) +

+ sin 2w Jyat (coswy t I;, — sinwyt I;)Iz

De esta expresién se ve que, a partir de un estado que se representaba por
dos operadores producto: I y IZ obtenemos un estado con 5 términos: I, I,
IZ, I.12 y I 12. Poniendo J = 0 en esta expresién vemos que:

I:lc + Iz Huet, coswltI; +sinw1tI; + Iz,

es decir, el espin 1 precede con frecuencia w; mientras que el segundo espin
no evoluciona. Si tenemos acoplamiento entre espines vemos que su efecto es
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el de modular con un término cos(wJt) a la rotacién y ademés aparecen dos
operadores producto mas. Luego veremos cémo es la senal que medimos en el
espectréometro debido a esta modulacién.

5.2.3. Acoplamiento con pulsos de radio frecuencia

Este formalismo es muy 1itil entonces para seguir la evolucién de estados
cuando el sistema evoluciona libremente (con el Hamiltoniano de la molécula).
Pero también se puede usar para describir otra operacion que se hace frecuen-
temente en los espectrémetros: pulsos de radiofrecuencia (rf). Es claro que
como el estado inicial (térmico) esta polarizado en la direccién z y el Hamil-
toniano de evolucién conmuta con I! entonces el estado inicial no cambiarfa.
Debemos encontrar alguna manera de convertir el estado que estd polarizado
en la direccién 2 al plano transversal para que esta magnetizacién preceda en
torno al campo magnético B. Para ello se utilizan pulsos de rf que estan en
resonancia con alguna de las frecuencias w;. Un campo magnético oscilante
de frecuencia w polarizado en la direccién z introduce un término al Hamil-
toniano libre Hy, de la forma: V(t) = Q) cos(wt + ¢)IL + Q2 cos(wt + ¢)I2
de manera que el sistema evolucionard con un Hamiltoniano dependiente del
tiempo H(t) = Hyc + V(¢). En el caso de espines 1/2 se puede obtener una
solucién aproximada muy buena cuando w es cercana a alguna de las w;. Si
pasamos a la representacién interaccién (es decir: p; = U:g(t)pU(t) donde
Uo(t) = exp[—i(w1 I + w2 I2) t] se puede demostrar que la evolucién de py en
la aproximacién resonante (w = w1) estd dada por el siguiente Hamiltoniano:

Vi = 2nJ12I2 12 + Q) (cos ¢ 1L + sin ¢I;) (5.10)

y la ecuacién de evoluciéon para pr queda:

pr=—i[Vr,pr

Todavia se puede hacer una ultima aproximacién: en la practica, la fre-
cuencia §2; (que es proporcional a la intensidad del campo oscilatorio que
genera el pulso) es mucho mayor que J. Tipicamente J ~ 100 Hz mientras
que, en un espectrometro moderno §2; ~ 25kHz > J por lo que durante el
pulso de rf se puede considerar que la Ginica evolucién es la dada por el pulso y
que no hay evolucién J. Si la fase ¢ del pulso es 0 y encendemos el campo por
un tiempo t el efecto sobre p; es el de producir una rotacién en torno al eje x
en un angulo 2;¢. Si el tiempo durante el cual se aplica. el pulso de rf es tal
que Qt;/o = m/2 se obtiene una rotacién en un dngulo de 90 grados. A este
tipo de pulsos se lo conoce simplemente como “pulso #w/2”. También usare-
mos pulsos de 180 grados para cambiar la direccién de un espin. Mas adelante
veremos cémo se puede “apagar” las interacciones J;; mediante tiempos de
evolucion libre y pulsos 7.

5.2.4. Disenando Hamiltonianos



Una de las caracteristicas que hacen de RMN una implementacién tan
atractiva es el hecho que es posible, a partir del Hamiltoniano natural del
sistema (que depende del tipo de molécula), obtener un Hamiltoniano efectivo
distinto del original. Para entender cémo podemos hacer ésto veamos primero
un ejemplo sencillo con la molécula de 2 qubits. El Hamiltoniano era:

H = wll + wol? + 27 Jp Il (5.11)

El operador de evolucién temporal es entonces: U(t) = exp(—iHt). Co-
mo ya lo habiamos mencionado antes, el efecto de propagar un estado con
dicho operador es equivalente a evolucionarlo con exp(—iw;tI}), luego con
exp(—iw2tI2), y finalmente con exp(—iJi2t2I112) (debido a que los términos
del Hamiltoniano conmutan entre si). Analicemos entonces la siguiente se-
cuencia de operaciones: i) aplicar un pulso 7« alrededor de x sobre el espin
1, ii) evolucionar por un tiempo ¢} = ar con U(ar) donde 0 < a £ 1 y fi-
nalmente iii) aplicar un pulso final —7 alrededor de z sobre 1. No es dificil
convencerse que €] efecto neto de esta secuencia es evolucionar al sistema por
un tiempo ¢; ! con un Hamiltoniano efectivo que es equivalente a reemplazar
I! por —I en el Hamiltoniano original. Ahora combinemos esta evolucién con
una evolucién libre que dura t; = (1 — a)7. La evolucién completa esta dada
por un operador de evolucién efectiva que es:

U(r) = elmilehtwl+2minlh)) o—i(-uli+wB-2r/ B0 (5 19)
— e—i(ul}(tz—t1)+u21§(t,+t2)+21r.!121§l§(t2—t,)

—i((1-2a)wl} +w2 12427(1 —2a) 1210 12) 7
e

La expresion anterior es muy interesante porque muestra que la evolucién
neta es la que se obtendria si propagamos al sistema por un tiempo 7 con el
Hamiltoniano efectivo:

H=1-20)w(I} 4+ wl? + 27(1 — 20) J121 12

Es decir, hemos logrado cambiar la frecuencia w; y la constante de aco-
plamiento Jj2 a @ = (1 — 2a)w; y Jiz = (1 — a)Jia respectivamente. En
particular, si hacemos el pulso justo a la mitad de la evolucién (a = 1/2)
vemos que tanto & como Ji2 son cero! A este procedimiento se lo conoce co-
mo “reenfoque” de la evolucién del espin 1. Mediante este ingenioso truco es
posible anular el acoplamiento entre los espines 1 y 2.

En el caso general de tener mas de 2 espines se pueden combinar pulsos
de reenfoque en los distintos espines para apagar y prender distintos términos
del Hamiltoniano. Asi por ejemplo, es posible apagar todos los acoplamientos
J salvo uno y hacer compuertas entre dos espines en moléculas de més de dos
nucleos.

!Como siempre hemos despreciado el tiempo de duracién de los pulsos
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5.2.5. Observando los espines

Ahora que sabemos cémo describir el estado de nuestros espines, su evolu-
cién libre en un campo magnético intenso ByZ y cdmo evolucionan al someter-
los a pulsos de rf falta ver cdmo observamos su estado. Para medir el estado
de los espines se utiliza una bobina sobre la que se genera una f.e.m. debido a
la variaciéon de flujo generado por la precesion de los espines cuando giran en
el plano z-y. El campo generado por un espin precediendo alrededor del eje z
es proporcional a su momento dipolar . Si ponemos una bobina para medir
dicha variacidn, el flujo que atraviesa a la bobina variara con el tiempo cuando
el espin preceda en el campo. Se puede demostrar que la corriente inducida
en la bobina es proporcional al valor medio de la magnetizacién transversal, o
sea:

I(t) o Tr[p(t) (I} +13)] (5.13)

donde I¥ = It + ilﬁ . A modo de ejemplo, estudiemos qué observariamos
en el espectrometro después de hacer un pulso de 90 grados, frecuencia w = w)
y fase ¢ = 90 (pulso en torno al eje y) al estado inicial térmico. Si partimos de
I} + 12, después del pulso de 90 obtendriamos el estado: I +I2 cuya evolucién
calculamos en (5.10). Es facil ver que si tomamos la traza con I% los tinicos
términos que sobreviven son los que tienen I_.’g,y. Todos los demds no aportan
a la sefial observada en la bobina por lo que la corriente inducida resulta:

I(t) Iy cosmJyat coswit + icosmJyot sinw;t

= IpcoswJyot e*1t

_ lIO [ei(w1+1rJ12)t + ei(w1—1rJ12)t]
2

De aqui podemos ver que el estado IL + I? produce un espectro con dos pi-
cos centrados en la frecuencia vy, = w; /27 separados por una distancia Jjo (el
primero en v; — Ji2/2 y el otro en vy + J12/2). En la frecuencia de resonancia
wg no observamos nada. En la figura 5.1. podemos ver algunos espectros ge-
nerados por estados parecidos al anterior. En la realidad, la corriente aparece
multiplicada por una exponencial decreciente debido a la pérdida de coherencia
de los espines. Este fendmeno hace que los picos medidos experimentalmente
sean Lorentzianas con un ancho de linea que dependera de distintos fenémenos
que hacen que el sistema pierda coherencia. E] problema principal lo aporta la
inhomogeneidad del campo magnético BpZ que hace que, en distintas partes
de la muestra los espines precedan a distintas frecuencias. Afortunadamen-
te este problema se puede solucionar mediantes pequenas bobinas dentro del
espectrémetro que se ajustan para homogeneizar el campo.

Dado el estado p expandido en la base de operadores producto se puede
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Figura 5.1: Espectros generados por distintos operadores producto: I, IZ, ILI? y I1 12,

determinar qué se observara en el espectrometro de manera relativamente facil.
Para ello observemos que

It) = Tr|(I} +13)o(2)]
Tr[(I} + I3)U(t)p(0)U' (2)]
= (UL +I5)U(t)e(0))
= Tr((IL(t) + 15.())p(0)]

donde p(0) es el estado de la muestra justo antes de empezar a medir la
corriente sobre la bobina receptora. Usando las reglas de evolucién mostradas
arriba podemos calcular I} () y lo podemos escribir de la siguiente manera:

IL (t) = e~ "t [cos nJtIL +icosmJt 111/ + sinwJt I;If —isinwJt I:lclf] (5.14)
y obtenemos una expresién muy similar para Ii (t). Si ahora reemplazamos

sin() y cos() por su expansién en términos de exponenciales obtenemos la
siguiente expresion:

L) = % { (e—i(—Jt/Q) +e—th/2) I + (_e—i(—Jt/2) + e—th/2) L4
+i [(e—i(—Jt/2) + e-m/z) I}l} + (_e—i(—Jt/2) + e-m/z) Iilf] }e-w

La ventaja de esta expresion es que ahora podemos ver facilmente qué se
observa cuando calculamos la transformada de Fourier de la traza de I% (t) y
p(0). Supongamos que expandimos p(0) en la base de productos de operadores:
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p(0) = ao I} + a1 I} + a3l + agIlIZ + ... (5.15)

entonces, cuando hagamos el producto de p(0) con i_lk(t) y tomemos la
traza, s6lo quedaran 4 términos de la expansién de p(0): i%, i}, iji? y iliZ.
todos los demds términos daran cero debido a que la traza del producto de
dos operadores producto distintos es cero. el espectro de fourier de la corriente
que observaremos es la suma de los 4 espectros posibles multiplicados por su
correspondiente peso a;. los espectros estan centrados en la frecuencia de
resonancia w y tienen dos picos en w; — 275 /2 y w; + 275 /2. en el término il
los dos picos tienen el mismo signo mientras que en el término ili2 los picos
tienen distinto signo. la figura 5.1 muestra todos los espectros correspondientes

a cada término.

El resultado anterior es muy importante porque nos da una forma de ha-
cer tomografia del estado y nos permite medir experimentalmente la matriz
densidad. Observando la transformada de Fourier de la corriente podemos
medir 4 coeficientes de la expansién de p(0). Para obtener los otros coeficien-
tes se debe someter la matriz densidad final a una secuencia simple de pulsos
para transformar el operador producto que deseamos medir a uno de los 4
observables. Supongamos que queremos medir el coeficiente de expansion que
acompaiia al término I'I2, Ese término no es observable directamente pues
Tr(ILI2.1} (¢)] = Tx[I}I2-12 (¢)] = 0. Sin embargo, si antes de empezar a medir
hacemos un pulso de 7 /2 sobre el primer espin, ese término se transformara en
ILI2 que si es observable. De esta manera podemos medir, mediante sucesivos
experimentos todos los coeficientes de expansion de p(0) y asi determinar el

estado cuantico de nuestros espines (salvo la parte que es proporcional a la
identidad).
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EXPANSIONES DE OPERADORES

Otra forma de entender la expansién en productos de operadores y también la
version de la funcién de Wigner discreta es pensar que cualquier operador se
puede expandir en una base de operadores. En el caso de la funcién de Wigner,
dicha base esta formada por los N2 operadores {A(a)} mientras que en el caso
del formalismo usado en RMN los operadores son la matriz identidad y las N2 — 1
productos de operadores posibles {Ca}. Estas bases forman un espacio vectorial
y sirven para expandir cualquier “vector” del espacio (aunque cada vector es en
realidad un operador). En este espacio vectorial podemos definir el producto
escalar de dos elementos. Dados dos vectores A y B su producto escalar es:

< A,B >= Tr[AB]

con esta definicién vemos que las bases generadas tanto por A(a) como por los
C. son bases ortogenales y por lo tanto podemos calcular explicitamente los coe-
ficientes de expansién usados para expandir un elemento arbitrario p del espacio.
Si escribimos:

p=ZaaA..
[}

entonces multiplicando por Az y tomando la traza,

<App> = ) aa <ApA,>

= z Qq 0a.5

= 4ap,

es decir, los coeficientes de expansién son la traza de p con cada elemento de la
base. También es interesante destacar que si la base es hermitica, los coeficientes
son reales como es el caso de las dos bases discutidas aqui.

N J

5.3. Computacion cudantica con estados mixtos

El principal problema de usar RMN para computacién cuantica es que el
sistema se encuentra en un estado mixto. Una forma de ver la dificultad que
esto trae es pensar que en vez de tener una computadora cuantica tenemos
un conjunto enorme de ellas, cada una preparada en un estado inicial distinto
(de un conjunto finito de estados posibles). Esto quiere decir, que, cuando
hagamos evolucionar a este sistema cada computadora estd haciendo el mismo
calculo sobre condiciones iniciales distintas. Al final del dia, cuando queremos
inspeccionar el estado final del céalculo no podremos distinguir qué respuesta
viene de qué estado inicial. Una alternativa es intentar poner a todos nuestros
espines en el mismo estado inicial. Esto se puede lograr disminuyendo la
temperatura de manera que el estado mixto tienda a un estado en el cual
todas las moléculas estan en el estado de menor energia: todas alineadas con
el campo externo By. Desafortunadamente esto no se puede hacer en liquidos
porque al disminuir T el liquido se congelaria. En este punto, la interaccion
dipolar entre moléculas ya cobra importancia y esto hace mucho mas dificil
trabajar con este sistema.
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5.3.1. Método de promedio temporal

Afortunadamente, numerosos investigadores encontraron distintas maneras
de generar estados que, si bien no son puros, para todos los fines practicos se
comportan como tales. Probablemente el método mas simple de entender es
el llamado “promedio temporal” [Knill98b]. Supongamos que queremos usar
nuestro ensamble de moléculas de CHCl3 para implementar en un algoritmo
cuantico que empieza con el estado puro |00). Veamos cémo se lograr esto con
un ensamble que esta en equilibrio térmico. La matriz densidad del sistema es,
escrita en la base {|00), |01),|10),|11)} y a temperatura ambiente (de manera
que hw/kT ~ 107° « 1):

1000 1 0 0 o0
1|lo100 s|0o06 0 o0

A=2loo0o 10T |0 0o -o06 0 (5-16)
0001 00 0 -1

El primer término es proporcional a la identidad y por lo tanto no es obser-
vable. El segundo término es lo que llamamos la matriz densidad desviacién.
El objetivo es conseguir que esta matriz tenga los elementos nulos salvo el
elemento (00|pgey.|00). Para lograrlo haremos tres experimentos. En cada
experimento prepararemos un estado inicial distinto para luego aplicarle el
algoritmo que queremos implementar. Al final del algoritmo promediaremos
los resultados finales obtenidos. La idea es elegir los estados iniciales para
que la computacién generada por los tres estados no deseados |01), |10) y |11)
promedie a cero. Vamos a poder hacer esto debido a la linealidad de todas las
operaciones que hacemos en el espectrometro.

Las tres preparaciones consisten en, no hacer nada con el estado p;, apli-
carle una secuencia de pulsos que implementen el operador P, que permuta
ciclicamente los estados |01), |10) y |11) una vez y el dltimo consisten en apli-
car P, dos veces (que es equivalente a P2 = P! = P,). Los tres estados

A
.

iniciales generados son py, p2:

1000 1 0 0 0
. .. 1lo100 0 —06 0 O
A s pt L _5
=PRI =710010|% 0 [0 o -1 o0 (5.17)
0001 0 0 0 06

y el tercero consiste en aplicar la permutacién inversa a P (132 = }51):

100 0 1 0 0 0

. s.a_1l0100 5|0 -1 0 o0

m=PhFB=2149010[t9 |0 0 06 o (5.18)
000 1 0 0 0 —-06
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El promedio de los tres estados resulta:

1000 1 0 0
_1]010 0 5|0 —0333 0
= 2loo010|T0 |0 o —3330
000 1 0 0 —.333
1000 1333 0 0 0
1 s |l0 100 _ 0 000
= (3-03888-107%) | o o ) S+ o oo
000 1 0 00 0

Esta expresién muestra entonces como la matriz densidad promedio se
descompone en una parte que es proporcional a la identidad (no observable)
y la desviacion es un estado puro. Combinando los resultados de los tres
experimentos vemos que la contribucién de los estados erréneos es anulada al
promediar los resultados dejando sdlo la parte que es proporcional a |00).

En resumen: partiendo del estado inicial mixto, haciendo tres experimentos
distintos modificando el estado inicial de una manera cuidadosamente elegida
y promediando los resultados finales es posible obtener el mismo resultado que
obtendriamos si hiciésemos un tnico experimento con un estado puro. Clara-
mente esta manera es poco eficiente (de hecho el mimero de experimentos que
hay que hacer crece exponencialmente con el niimero de espines que queremos
usar) pero para pocos qubits es relativamente sencillo de implementar.

5.3.2. Método de promedio espacial

La otra técnica usada para generar estados pseudo-puros es conocida como
“promedio espacial” [Cory98a]. En el ejemplo anterior vimos ¢c6mo obtener un
estado pseudo-puro promediando los resultados de tres experimentos distintos.
La idea ahora es, en vez de promediar los resultados de distintos experimentos
lo hacemos dividiendo a la muestra en secciones y haciendo que cada parte evo-
lucione de manera distinta. Como el espectrémetro sélo ve el comportamiento
de toda la muestra el resultado es obtener una matriz densidad promediada.
Esta operacién de promediar, ya sea espacialmente o temporalmente tiene el
efecto de hacer una operacién no-unitaria fundamental para poder pasar de
una matriz densidad mixta a una matriz pseudo-pura. Claramente, las dos
matrices tienen distintos autovalores y cualquier operacién unitaria los con-
servaria.

Para poder implementar la técnica de promedio espacial se utilizan pulsos
de gradiente de campo. La idea es prender, durante un tiempo At un cam-
po magnético no-homogéneo. Los espectrometros modernos permiten poner
campos magnéticos que son lineales en alguna de las tres coordenadas z, y o
z. Formalmente pensamos que durante el tiempo At, a nuestro campo B le
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sumamos un campo lineal en z: B(z) = Bgyzz. El efecto de dicho campo es
el de enroscar la magnetizacion alrededor al eje z. Es decir: si la matriz den-
sidad desviacién tiene términos del tipo I estos pasaran a un estado rotado
cos(yBgzAt)I; +sin(yByzAT) I, donde el angulo con el que rota depende de
la coordenada z. Distintos niicleos tienen distinto v por lo que el nimero de
vueltas que dardn los vectores de campo dependeran del tipo de niucleo. La
matriz densidad promedio se obtiene integrando esta expresion sobre toda la
muestra de altura L. Si LyByAt >> 1, las funciones coseno y seno promediaran
a cero de manera que términos de la forma I, desaparecen de la expansion
de p. En otras palabras, si la expansién de p tenia algin término con I, o
I;,I. estos términos no seran observables porque al promediarlos sobre toda
la muestra se cancela su contribucién. Esto es andlogo a lo que sucedia en
el promedio temporal: uno puede hacer que ciertos elementos de la matriz
densidad no sean observables.

Sin embargo, de lo discutido anteriormente no es para nada obvio que
podamos con esto generar estados pseudo-puros. Afortunadamente se han
desarrollado secuencias de pulsos que demuestran que es posible hacerlo y
Cory y Knill/Laflamme muestran técnicas generales para obtener este tipo de
estados utilizando gradientes [Cory98a). Para dar una idea de cémo funciona
esta secuencia mostraremos cémo es posible obtener un estado pseudo-puro de
dos qubits en nuestra molécula hipotética de CHCIl3. El objetivo es pasar de la
matriz densidad térmica escrita en el formalismo de producto de operadores:
po = I. + 12 a la de un estado |00)(00| que, escrita en FOP es: [00}{00] =
1/4(1 + 2I,)'(1 + 21;)? = (1/41 + 1/21t + 1/21I2 + I212). A continuacién
mostramos la secuencia de pasos que genera dicho estado:

I+ 12
2
"R, a4 122 - BBV3)2
leredl: |, 114 129
[=/4); 1/./3 + 12 1/./3
e V24212 (5.19)
@A, 41/ /34 12/2 + VEILR
(=m/4], 1 20 7l 172 o q192
IZ/2+IZ/2 II/2+IIIZ +IZIZ
(grad].

Il/2+12/2+ 112

Los primeros pasos consisten en un pulso de 7/3 en torno al eje z sobre
el segundo espin seguido por un gradiente de campo magnético que elimina el
término IZ. Luego se aplica una secuencia de una rotacion ento a £ del primer
espin en un angulo de 7/4 seguido por un tiempo de evolucién t = 1/(2J)2)
y finalmente un pulso de 7/4 en torno a —y. La secuencia termina aplicando
un gradiente que destruye la magnetizacién en el plano z-y dejando el estado
que queriamos (salvo por la parte proporcional a la identidad que, de todos
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modos, no es observable).

Es interesante destacar, que esta misma secuencia se puede usar como
base para generar un estado pseudo-puro utilizando promedio temporal. El
truco consiste en, por ejemplo, hacer dos secuencias: la original (sin el primer
gradiente) y otra en la cual el primer pulso es 7/3 pero ahora en la direccién —z
(también sin el primer gradiente). El efecto de esto es que, después de dicho
pulso, el estado resulta I} + I2/2 + 12/3/2 que tiene el término I2 cambiado
de signo. Al sumar los resultados de este y del experimento original toda la
contribucién de 13 se cancelard logrando el mismo efecto del gradiente. Asi
hemos logrado eliminar la necesidad de un gradiente (a costa de tener que
hacer 2 experimentos). Usando esta misma idea podemos eliminar el segundo
gradiente: en lugar de hacer el dltimo gradiente, rotamos 7 alrededor del eje
2z el primer spin. Esa operacion sélo cambia el signo de los dos términos que
tienen I. y al promediar se eliminan. Los espectrémetros modernos permiten
hacer este tipo de operaciones automaticamente usando lo que se conoce como
‘phase cycling’.

En resumen: los métodos de promedio temporal y espacial permiten ge-
nerar estados iniciales que tienen las mismas propiedades observables que los
estados puros.

5.4. Implementacion de circuitos cuanticos en RMN

Para poder implementar cualquier compuerta unitaria sobre L qubits es
necesario ser capaz de hacer dos tipos de operaciones: operaciones arbitrarias
unitarias sobre un qubit y un CNOT entre dos bits. Un interesante teore-
ma muestra que con estas dos operaciones es posible implementar cualquier
operador unitario [Barenco95|. Las operaciones sobre un qubit se pueden im-
plementar mediante rotaciones. Como vimos en la seccién 5.2 las rotaciones
sobre un espin se pueden implementar utilizando pulsos de rf en resonancia con
el espin que queremos transformar y el eje de rotacién se cambia variando la
fase del pulso (para rotaciones con un eje en el plano z-y). Si queremos hacer
una rotacién en torno al eje z tenemos dos opciones. Una consiste en utilizar
la identidad: exp(—i01;) = exp(im/21,) exp(—i01;) exp(—im/21,) que nos
dice que rotar en torno al eje z es equivalente a rotar 90 grados alrededor
de y (rotando al eje z sobre el eje x), rotar alrededor de z en el angulo § y
volver el eje = al z rotando -90 grados alrededor de y. Es decir: una rotacién
alrededor de z se convierte en tres rotaciones alrededor de z e y. Esto implica
que cada rotacién alrededor de z se convierte en 3 operaciones de 1 bit lo cual
no es bueno porque agrega una mayor cantidad de pulsos a nuestra secuencia
introduciendo mas errores. Afortunadamente siempre es posible ignorar las ro-
taciones alrededor del eje z utilizando una técnica conocida como seguimiento
de fase. Para entender esta técnica conviene repasar el significado de la fase ¢
en los pulsos de rf. Cunado uno dice que ¢ = 0 es un pulso alrededor del eje z
uno esté haciendo una eleccién arbitraria de lo que llama eje z. Una rotacién
alrededor de z no es otra cosa que cambiar la definicién de lo que llamamos
¢ = 0 y entonces lo que hay que hacer es no hacer esta rotaciéon y ‘recordar
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que hubo una redefinicién de ¢. La proxima vez que tengamos que hacer una
rotacion alrededor de, digamos z, lo que en realidad hacemos es una rotacion
en el mismo dngulo pero alrededor del eje rotado. De ésta manera se puede
evitar todas las rotaciones alrededor de z. Esto es muy bueno porque, como
veremos un poco después, muchas operaciones necesarias para implementar
distintos algoritmos cudnticos usan este tipo de rotaciones.

Antes de mostrar cémo se implementa un CNOT en RMN conviene discutir
un poco sobre una operacion muy repetida en computacion cudntica que se
conoce como transformaciéon de Hadamard. Dicha transformaciéon mapea el
estado [0) — 1/v2(|0) + 1)) y |1) — 1/v/2(J0) — |1)). La matriz de dicha
transformacion:

- 1 1 1
=251 4]
Es facil verificar que esta operacion se puede hacer mediante dos rotacio-
nes: una rotaciéon en un angulo de 90 grados alrededor del eje —y seguida de
una rotacion de 180 grados en torno al eje z. Es facil verificarlo haciendo el

producto de las dos matrices de rotacién correspondientes. El resultado es una
matriz que es proporcional a la de la transformada de Hadamard.

Para implementar el CNOT en RMN conviene escribirlo en funcién de
otra compuerta: la compuerta que introduce un desfasaje controlado. Esta
operacién tiene el efecto de introducir un fase exp(i¢) al estado |11) dejando a
todos los demas estados sin cambio. La matriz que representa esta operacién
es (en la base {|00),]01), |10}, |11)}) es:

100 0
. 010 0
Us®)=10 0 1 o
0 0 0 e

La ventaja de esta operacién es que en RMN es muy facil de implementar
esta compuerta y no es dificil convencerse que el CNOT se puede escribir
combinando la compuerta de fase con dos transformaciones de Hadamard sobre
el bit target. Es decir un CNOT entre el bit 1 y 2 (bit 1 es el control) se
escribe como: l?cl,ﬁOT = U3 U;gz(ﬂ') U2. Esta identidad se puede representar
como muestra el circuito de la figura 5.2.

—H n Hi—.

Figura 5.2: La compuerta CNOT se puede escribir combinando dos operaciones de Hada-
mard sobre el bit de destino y una compuerta de fase como se ve en la figura.



Es simple verificar que Ups(f) = exp(i6/2(1} + I2 — 21'12)) a menos de
una fase global (que, sin embargo, no tiene efectos y por lo tanto los dos
operadores son equivalentes). La ventaja de la segunda expresién es que revela
inmediatamente cémo implementarla en RMN. La compuerta de fase se puede
implementar entonces mediante dos rotaciones individuales de los qubits 1 y
2 en un angulo 8/2 alrededor de z y un acoplamiento J en un angulo —§/2.

En resumen: mostramos como podemos hacer en RMN cualquier operacién
unitaria en L bits a partir de rotaciones en un bit y acoplamientos J entre dos
bits que son las dos operaciones que se pueden hacer naturalmente en RMN.
Sin embargo hay un detalle que hemos dejado de lado: ;qué pasa cuando
tenemos mas de dos qubits? Todos los ejemplos los hemos hechos en nuestra
molécula hipotética de dos qubits pero en la realidad deberemos ser capaces de
operar con mas bits. Trabajar con mayor cantidad de qubits introduce varios
problemas. La dificultad principal de trabajar con més de dos bits proviene de
la necesidad de hacer pulsos selectivos sobre un espin sin modificar el estado
de los otros. En el ejemplo de nuestra molécula hipotética de CHCl3 no habia
problema porque las dos frecuencias de resonancia de nuestros qubits estaban
muy separadas. En RMN se acostumbra usar un nimero limitado de tipos de
nicleos: 13C, 1H, 19F, 14N. A medida que agregamos qubits las frecuencias de
resonancia se encuentran cada vez mas pegadas y los efectos ‘off-resonance’
se hacen cada vez mas importantes. Otra limitacion es que la mayoria de
los espectrometros modernos sélo operan con dos tipos de nicleos a la vez:
tipicamente 'H y otro micleo. En el mejor de los casos se puede tener cabezales
para cinco tipos de elementos. Esto hace que, al agregar bits tengamos que usar
nicleos del mismo elemento para nuestros qubits. Si bien en las molécula dos
carbonos distintos no tienen la misma frecuencia de resonancia debido al efecto
del corrimiento quimico las diferencias de frecuencia son relativamente chicas
(tipicamente del orden de los KHz en carbono) comparada con la diferencia
wH — wc ~ 375 MHz. Para poder obtener la suficiente selectividad se puede
modular la amplitud de los pulsos pero esto implica que los mismos sean mas
largos cuanto mas cerca estén los nicleos en frecuencia. También al agregar
mas nucleos el método de seguimiento de fase se hace mas engorroso aunque
esto no es una dificultad fundamental ya que se pueden escribir programas
para hacerlo automaticamente.

Finalmente otra dificultad importante es el hecho que debemos introdu-
cir muchos pulsos de reenfoque para apagar las distintas interacciones como
mostramos en la seccién 5.2.4. Por ejemplo: si tenemos una molécula de 3
espines y queremos hacer una compuerta CNOT entre dos de ellos debemos,
en el medio de la compuerta apagar la interaccién restante haciendo un pulso
de refocussing sobre el espin 3. Para ello hace falta ser capaz de hacer pulsos
selectivos sobre dicho espin y a medida que agregamos qubits a nuestra com-
putadora, mayor es la cantidad de pulsos que hay que hacer para apagar las
distintas interacciones.

Cabe senalar que, aunque la mayoria de las dificultades mencionadas arri-
ba son superables en teoria hay una dificultad de la cual no hemos dicho nada
que hace que RMN no escalee a mas de una decena de qubits. La dificultad
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principal proviene del hecho de que en todos los métodos conocidos hasta
el dia para generar estados pseudopuros la relacion senal-ruido decae expo-
nencialmente con el nimero de qubits (por lo menos para RMN en liquidos a
temperatura ambiente). Esta propiedad limita seriamente cualquier propuesta
para hacer RMN con liquidos a temperatura ambiente.

5.5. Resultados experimentales

Presentaremos aqui una serie de resultados experimentales obtenidos en
un espectrometro comercial de 500 MHz. Estos resultados demuestran la
posibilidad real de implementar en la préactica la mayoria de los conceptos
discutidos anteriormente y muestran cuéles son las dificultades experimentales
para implementar computacion cuantica en un escenario real.

5.5.1. La molécula de tricloroetileno

Los experimentos se hicieron con una molécula de tricloroetileno (TCE)
con carbono enriquecido (}3C en vez de 2C) al 99%. La molécula tiene dos
carbonos fuertemente acoplados J ~ 100 Hz, un hidrégeno acoplado con una
constante J ~ 200 Hz con el carbono C; y J ~ 10Hz con el carbono C,. En
la figura 5.3 se puede ver la disposicién geométrica de la molécula.

J~8Hz
Ho o ci
J~200I> C :Qc/
yd AN
J~100Hz

Cl

Figura 5.3: Molécula de tricloroetileno. La interaccién entre el 'H y los dos carbonos de
de tipo ILI? mientras que el acoplamiento entre carbonos es del tipo I - I, La diferencia
de frecuencia entre los carbonos es, para un espectrémetro de 500 MHz, aproximadamente
we, — we, ~ 900 Hz.

El Hamiltoniano de la molécula de TCE estd muy bien descripto por la
siguiente expresion:

H = w1} +wod2 + w3l 4+ 27l 12 + 270 131 4 27mJoaI? . 1B (5.20)

donde para la molécula que usamos las constantes son: Jyjo = 200.76 Hz,
Jis3 = 9.12 Hz y Jo3 = 103.06 Hz mientras que el chemical shift C;-Cs es
dc,c, = 908.88 Hz. De ahora en mds etiquetaremos con 1 al hidrégeno, 2
al carbono del medio y 3 al otro carbono. Para trabajar mas comodamente
conviene hacer un cambio de representacion a un sistema de referencia que
rota junto con el hidrégeno y C, mediante el siguiente operador unitario:



Uo(t) = e i(wrl} +woI?)t

en la representacion interaccion ( p; = U:S(t)on(t)) la matriz densidad
evoluciona con el Hamiltoniano:

H; = 21612 + 2nJ o L2 + 2013 LB 4 2703 12 - 1B (5.21)

donde ¢ es el chemical-shift. Aunque este Hamiltoniano es bastante sim-
ple (y se puede resolver analiticamente) todavia es complicado para disenar
secuencias de pulsos. Para simplificarlo un poco mas haremos dos aproximacio-
nes que lo hacen mas manejable: la primera consiste en ignorar el acoplamiento
J13 ya que es bastante mas chico que los otros. La segunda aproximacién con-
siste en suponer que el acoplamiento C;-C2 es débil. Esto es valido siempre
que Jo3 < 4 condicién que se cumple en nuestro caso. Con estas dos simplifi-
caciones llegamos al siguiente Hamiltoniano:

H; = —2m6 I3 + 2nJ12 1112 + 27 Jp3 L2132 (5.22)

Para verificar el impacto de estas aproximaciones desarrollamos un cédigo
C que simula la evolucién con el Hamiltoniano sin ninguna aproximacién. Co-
mo entrada al programa se le ingresa la secuencia de pulsos en un lenguaje casi
idéntico al usado por el espectrémetro y a la salida se puede ver el resultado
de la secuencia tanto en formalismo de producto de operadores como la trans-
formada de Fourier de la corriente que se mediria en la bobina de carbono o
hidrégeno. El programa también permite comparar los resultados con y sin
acoplamiento fuerte para monitorear su efecto. La conclusién principal es que
en lineas generales los efectos de acoplamiento fuerte no son muy importantes
salvo cuando aparecen ciertos operadores producto. En ese caso hemos tenido
en cuenta su efecto en forma sistematica.

C, 14|
C,

%]
H

Figura 5.4: Esquema de la propagacién de la molécula de tricloroetileno ignorando los
efectos de acoplamiento fuerte y el acoplamiento C2-H. Propagar durante un tiempo ¢ es
equivalente a una rotacién alrededor del eje 2z de Cz, un acoplamiento I¥IS? (que para
abreviar llamaremos acoplamiento ZZ) y un acoplamiento ZZ entre C, y Ca2.

La evolucién descripta por (5.22) se puede entender como un acoplamiento
ZZ entre los espines 1-2 y entre 2-3 mds una rotacién del espin 3 en torno al
eje —z. En la figura 5.4 se puede ver diagramaticamente el efecto de propagar
durante un tiempo t con H;. Como discutimos en la seccién anterior, median-
te periodos de evolucién libre y pulsos sobre cada uno de los espines se logra
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apagar y prender los distintos acoplamientos. Por ejemplo: evolucionando por
un tiempo 7, aplicando un pulso 7 sobre *H, y evolucionando durante 7 nueva-
mente se apaga la interaccién Ji2 (y también la Jy13). Es importante recordar
que esta evolucidon no anula la rotacién en z del bit 3. Para evolucionar sélo
con Jo3 lo que se hace es evolucionar durante 7, aplicar un pulso sobre los dos
carbonos sitmultdineamente y nuevamente evolucionar en 7. Dicha secuencia
anula tanto el acoplamiento Jj2, la rotacién en z del bit 3 y el acoplamiento
Ji3.

Es importante recordar que, debido a que las frecuencias de C; y C; estan
relativamente cerca es muy dificil hacer pulsos selectivos sobre uno de los
carbonos. El espectrometro que usamos en el LANAIS RMN 500 no tiene la
posibilidad de modular los pulsos para poder lograr la selectividad necesaria
por lo que hay que recurrir a un ingenioso truco desarrollado por Raymond
Laflamme y Emanuel Knill. La idea es utilizar la rotacién en z de C; para
transformarla en una rotacién alrededor de otro eje sobre C,. La siguiente
secuencia pone en funcionamiento esa idea:

i. Aplicar un pulso 7 /2 alrededor de y sobre C; y Cs.
ii. Dejar evolucionar por un tiempo 7 = 1/(86).

iii. Aplicar un pulso —n/2 alrededor de y sobre C; y Co.

Debido a que § > Jyj2 y § > Jos podemos pensar que el unico efecto
de dejar evolucionar por un tiempo 7 suficientemente corto al sistema con el
Hamiltoniano (5.22) es el de rotar el carbono 2 en un angulo 4ndr = m/2
alrededor del eje —z. Si ahora rodeamos esta evolucién con dos pulsos de
+7/2 en los carbonos el efecto neto es el de no hacer nada en C, (pues primero
rota /2 en un direccién y después en la contraria) mientras que sobre C; el
efecto es el de R, (90)R.(47é7)R,(—90) = R, (47dT); es decir, convertimos la
rotacién alrededor de z en una rotacion sobre el eje z. Mediante este truco es
posible hacer pulsos selectivos sobre Co pero con un pulso adicional sobre los
carbonos en un dngulo de —4787 se puede hacer que el pulso sea sélo sobre
C;. Es claro que esta secuencia no es exacta e introduce un error debido
a que los acoplamiento J no son tanto mas grandes que 4. Una manera de
mejorarla un poco es aplicar un pulso 7 en la mitad de la evolucién libre
para anular la evolucién Jy2 y Ji3. Con esta secuencia se obtienen mejores
resultados y resulta una forma relativamente efectiva de hacer pulsos selectivos
en un tiempo bastante corto. Sin embargo se debe tener en cuenta que el
método introduce errores y conviene tener esto en cuenta a la hora de disenar
secuencias para minimizar el nimero de pulsos selectivos sobre los carbonos.

5.5.2. Estados pseudo-puros
Una de los primeros objetivos que nos fijamos fue el de intentar gene-

rar estados pseudo-puros utilizando técnicas de promedio espacial, temporal
y mixto. A modo de ejemplo mostraremos algunas secuencias simples que
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generan estados pseudo-puros en dos espins. Antes de presentar los resul-
tados conviene ver cudles son los operadores productos que generaran senal
sobre las bobinas. La senal producida por los carbonos es, como vimos antes,
proporcional a:

It) = TY[I3 +I)pt) =... (5.23)
= TY((3(t) + 3.())p(0)).

El cédlculo es ahora un poco mas extenso pero veamos, a modo de ejemplo
cémo es la sefal observada en el espin 3 (Cz). Si calculamos I3 (t) usando como
Hamiltoniano (5.21) pero considerando acoplamiento débil entre los carbonos
obtenemos:

B (t) =€ [ cosmJast cosmJizt I3 — (5.24)
—icosmJogt sinwJyat 21312 -
—isinwJost cosmJyat 2I;Ii -
—sinmJogt sinwJyst ALLIZEE | +
4 ei2mit [ | LR Ig ]

Esta expresion muestra que la transformada de Fourier estara centrada
en la frecuencia 2mé. Al expandir las funciones trigonométricas en términos
de exponenciales como hicimos en el ejemplo anterior la parte real (de la
transformada de Fourier de la la corriente) proviene de los términos I2, 2 I} I3,
2 I?I3 y 4 I} T2X2 mientras que la parte imaginaria viene de los mismos términos
cambiando I? por Ig 2 La transformada de cada término tendra cuatro picos
en las frecuencias —(Jo3 + J13)/2, —(Jaa — J13)/2, (J23 — J13)/2 y (Jaa+ J13)/2
mientras que los signos son todos + para el operador producto I y signos

opuestos de a pares para. los otros elementos (ver figura 5.5).

El céalculo de los picos de C; es exactamente igual cambiando los aco-
plamientos y ahora los picos estaran centrados en la frecuencia 0 (relativa a
nuestro sistema rotante). En la figura 5.6 vemos un espectro tipico obtenido
después de un pulso 7/2 sobre los carbonos a partir del estado térmico. El
estado justo antes de empezar a medir la corriente en el espectrémetro es (su-
poniendo que el pulso fue alrededor del eje ) p(0) = I +I2 +I2. La corriente
inducida en la bobina es:

2Cuando hablamos de la ‘parte real’ de la corriente nos referimos a la parte real de la
transformada de Fourier de la corriente medida como funcién del tiempo. Por ejemplo, si la
senal medida por el detector es un cos(wt+¢), la transformada de Fourier de la corriente tiene
una parte real (que genera un pico con forma Lorenziana que se conoce como “espectro de
absorcién”) y una parte imaginaria con un aspecto similar a la derivada de una Lorenziana,
que se conococe como “espectro dispersivo”. Ver [VandeVen95] para una explicacién més
completa de la deteccién en cuadratura.
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Figura 5.5: Espectros correspondientes a los 4 operadores producto visibles de 3 nicleos
(después de un pulso de lectura sobre el espin 3): B 23 LB, y ILI21. En los graficos
supusimos Ji3 < Js2 como es el caso en la molécula de TCE.

Espectro de Carbono
(Tricloroetileno)

[

~

0

—

Figura 5.6: Espectro experimental del carbono a partir del estado térmico. Se observan 2
grupos de 4 picos cada uno separados por el chemical-shift que es ~ 900Hz. La separacién
en 4 picos se debe a los acoplamientos J entre carbonos y con el 'H. La distinta altura se
debe al efecto de acoplamiento fuerte que fue ignorado en el tratamiento teérico. También
se puede observar un pico muy pequefio entre los picos grande debido a la interaccién entre
moléculas que tienen 1 '2C en lugar de '3C.
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Tx [p(O) (Ii(t) + Ii (t))] = cosmJiat cos mJost + €270 coswJast cosmJiat
(5.25)

cuya transformada de Fourier tiene 8 picos como se ve en la figura. Se ve
que los picos no son todos de la misma altura (como indica nuestro cdlculo
tedrico). El motivo es que en nuestro calculo hemos ignorado los efectos de
acoplamiento fuerte que se manifiestan en las amplitudes de los picos.

En la figura 5.7 vemos el espectro de un estado pseudo-puro de dos qu-
bits obtenido utilizando promedio temporal. Para ello se disenaron 4 secuen-
cias que generan los estados: 12, 2I!12) 21212 y 4I'T?I2. Si calculamos una
matriz densidad que resulta de sumar los cuatro estados obtenemos la si-
guiente expresién: (I? + 21112 + 21213 + 4I'1213) = (1 + 2L,)1.(1 + 2I,) =
|0){0] ® I, ® |0){0] Si le aplicamos un pulso de m/2 sobre C; obtenemos el
estado (I2 + 2I'12 + 21212 + 4IlI212) que es observable (su traza con I2 (t)
es distinta de cero) y el espectro deberia tener un sélo pico como se ve en el
grafico. Los otros tres espectros corresponden a los otros 3 posibles estados
computacionales del H y C,. En el apéndice 2 se muestran las secuencias usa-
das para generar los cuatro estados. Los resultados presentados aqui usan, en
realidad, ademas de promedio temporal gradientes para “promediar a cero”
ciertos operadores. Cémo habiamos dicho antes, se puede usar ‘phase cycling’
para obtener el mismo efecto.

Figura 5.7: Estado pseudo-puro de dos qubits (|0) ® I. ® |0} obtenidos utilizando promedio
temporal.)

También hemos generado estados pseudo-puros de dos qubits usando pro-
medio espacial. La secuencia fue disenada por Raymond Laflamme y Em-
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manuel Knill y se muestra en el apéndice 2. En la figura 5.8 mostramos el
espectro de C2 cuando el H y C; estdn en el estado |0)|0).

A

Figura 5.8: Espectro de C» del estado |0) ® |0) ® I, donde el H y C, estdn en un estado
puro. E! grifico muestra el espectro después de aplicarle un pulso de lectora sobre C..

5.5.3. Una compuerta cuantica

El préximo experimento simple consiste en implementar una compuerta
CNOT entre dos espines. En este experimento generamos los cuatro esta-
dos computacionales |00), |01), |10) y |11} utilizando la secuencia del estado
pseudo-puro. Luego le aplicamos la secuencia del CNOT que describimos en
5.4 y medimos el espectro final para comprobar que la compuerta satisface
su tabla de verdad. Como qubit de control se uso el C; y el hidrégeno como
bit afectado. En la figura 5.9 se muestra la molécula y la tabla de verdad del
CNOT.

Entrada — Salida

0 0
1 1

0 1
H Destino 1 .0

Figura 5.9: Efecto de un CNOT sobre los cuatro estados posibles iniciales.

C__

El efecto de un CNOT sobre los cuatro estados iniciales posibles se puede
ver en la figura 5.10. En la parte izquierda del grafico se ve el espectro sobre Cz
de los 4 estados computacionales iniciales. La columna derecha los muestra
después de aplicarle el CNOT. Se ve claramente que el efecto es intercam-
biar los espectros correspondientes a |10) y |11). Normalmente (en el estado
térmico) uno observa 4 resonancias (picos en la transformada de Fourier). Sin
embargo, cuando los espines del H y el C) estan en cada uno de los estados
00...11 en el espectro sélo se observa uno de los picos.
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Figura 5.10: Espectro del carbono C2 antes y después de aplicarle un CNOT entre el H
y Ci. La columna izquierda es el espectro para cada uno de los 4 estados de entrada
posibles. La otra columna muestra el espectro después de la compuerta CNOT. Nétese que
se intercambian los estados |10} |11} que es el efecto del CNOT.
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5.5.4. Medicién de la funcién de Wigner de dos qubits.

En el capitulo anterior vimos que es posible definir una funcién de Wigner
para sistemas discretos y presentamos una técnica para medirla experimen-
talmente utilizando una computadora cuantica. En esta seccion mostraremos
los detalles de una serie de experimentos llevados a cabo en el LANAIS de la
FCEyN y en el Los Alamos National Laboratory. El objetivo de dichos expe-
rimentos era mostrar cémo se puede implementar los circuitos disenados en el
capitulo anterior utilizando las técnicas de RMN presentadas aqui. Estos resul-
tados son totalmente novedosos y representan una nueva técnica tomografica:
mediante un uUnico experimento es posible medir la funcion de Wigner en un
punto del espacio de las fases. Si bien es posible hacer tomografia con RMN;,
esta es una forma novedosa que corresponde a medir los coeficientes de la
expansion de la matriz densidad en una base distinta (la de operadores de
espacio de fase) a la usada usualmente en RMN (operadores producto). La
utililidad de esta técnica dependerd de lo que nos interese observar. Es cla-
ro que si estamos interesados en estudiar el limite semi-clasico de un sistema
cuantico es mas natural mirar al estado del sistema en el espacio de fases que
en el de operadores producto.

Aqui mostraremos los detalles y resultados para un caso en el que el sistema
a medir es un conjunto de dos qubits. En este caso el espacio de Hilbert del
sistema tiene dimensién N = 4 y nuestro espacio de fase es una grilla de 8 x 8
puntos. La base computacional (de “posicién”) es B, = {|00), |01),110), |11}}
donde hemos usado notacién binaria para representar cada uno de los 4 estados
posibles de la base.

Una vez elegida la forma de representar los estados debemos convertir
el circuito de medicion de la figura 4.4 en compuertas de uno y dos qubits:
rotaciones en un espin y CNOT. Estas compuertas, sabemos, pueden ser im-
plementadas mediante una secuencia de evoluciones libres y pulsos de rf. Para
entender como se llega a la secuencia de pulsos final miremos el siguiente
circuito que es una variante del de la figura 4.2:

U
—H l ¢ H—

Figura 5.11: Circuito para medir la parte real o imaginaria de Tr [ﬁU] H es la transformada

de Hadamard y e~ '’ es el operador de un bit que rota en un dngulo ¢ alrededor del eje z

Si medimos el valor medio de la componente z del espin del qubit de control
obtenemos (cuando el estado inicial del sistema estd descripto por la matriz
densidad p®1.):

(L) = Tr [0 exp(—ig)| + Tr [5U exp(io)]
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Si elegimos [7(q,p) = exp (—z—qP) R exp (z%p@) y el angulo ¢ = -21\—’,'229
entonces el valor medio resulta:

-

L) = Tx[pAlq,p)]+Tx[pA(gp)
= 2Tr [pei WP R FR T E]

= 2Tr [5.A(g,)]
= 2Wi(q,p)

En otras palabras: midiendo el valor medio de la componente z del espin del
bit de control obtenemos el valor de la funcién de Wigner en el punto g, p del
espacio de las fases. Esto no es sorprendente porque el circuito 4.2 no hace
otra cosa que medir la traza de p con U. Si pensamos a U=0U (g,p) como un
elemento (etiquetado por ¢, p) de alguna base en la cual expandimos p estamos
entonces midiendo el coeficiente de expansion en dicha base. Si U (¢,p) es uno
de los operadores de punto de fase entonces el coeficiente de expansion no es
otra cosa que el valor de la funcion de Wigner en g, p.

Los operadores jl(q, p) se pueden descomponer en tres operaciones: trasla-
cién en la base de posicion, reflexion y traslacién en la base de momento. En
el caso general, éste circuito puede ser bastante complicado: los operadores de
desplazamiento espacial y de reflexion requieren de varias transformadas de
Fourier discretas. Afortunadamente, para el caso simple que estamos conside-
rando no hace falta tanta complicacion. La idea central consiste en observar
la accién de los operadores sobre los 4 estados posibles en notacién binaria:

[1] El operador que traslada en una distancia g a un ket que es auto-estado
de la posicién |n) resulta:

.21 P

e '~ P|n) = |n + gmod N)

Si hacemos las cuatro traslaciones posibles utilizando notacion binaria vemos
que su efecto puede ser implementado con los circuitos siguientes:

[2] El operador de reflexién R puede implementarse por medio de un CNOT
con el control en el bit menos significativo y el destino en el mas significativo.

[3] El operador de traslacién en posicién puede ser implementado por rotacio-
nes de un bit alrededor del eje 2. Los angulos de rotacién son: ¢; = —7p y

b = -3

El circuito puede ser simplificado aiin mas combinando las operaciones de
desplazamiento en momento y la reflexién como se ve en la siguiente figura:

En la figura 5.14 vemos el circuito completo para todos los 16 operadores de
fase posibles cuyo valor de expectaciéon debemos medir (recordar que aunque
el espacio de fase tiene 64 puntos, conociendo la funcién de Wigner en 16
puntos es suficiente debido a la relacién: (4.29)). Como muestra la figura, en
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FEET

n n+q mod 4

q=0 a
00 00
01 _o 01
10 10
b 1 1
a J L b
qQ= a N
T o1 %
10 ° 11
b X 11 00
q=2 a
2 ®
10 ° o0
b 1 01
q=3 a D
7T oL g
10 = o1
b_{x 11 10

Figura 5.12: Circuito que implementa e—ifeP para los cuatro valores posibles de ¢ cuando
N = 4. a es el bit mas significativo mientras que b es el menos significativo.

el caso mas complicado tenemos que hacer 2 compuertas de fase, un CNOT y
una compuerta Toffoli. Dicha compuerta aparece porque aunque en el circuito
que implementa el operador A(q,p) sblo aparecen compuertas de dos qubits,
todas la operaciones deben estar controladas por el bit de control. Obsérvese
también que las fases en las compuertas de fase son ¢ = —wpy ¢o = —7p/2
asique, cuando p = 0 no se aplica ninguna compuerta y cuando p = 2 sélo se
aplica una de las dos compuertas.

Si bien las secuencias son relativamente simples porque involucran un
nimero chico de compuertas en la practica, debido a las imperfecciones de
los pulsos de rf en los espectrometros y a las numerosas aproximaciones que
hacemos cuando usamos TCE es fundamental reducir los pulsos al minimo.
Para ellos es posible hace una gran cantidad de simplificaciones al pasar de
los circuitos a las secuencias de pulsos.

e Todas las rotaciones alrededor del eje z sobre el hidrégeno y sobre los
dos carbonos se pueden ignorar utilizando el método de seguimiento de
fase.

e Si miramos la secuencia de pulsos para cada uno de los 16 circuitos
posibles desde la ultima operacién hacia la primera podemos descartar
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shift in position A simplified eircult

—fol——=0- _ —{#] @
q=0 =
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Figura 5.13: Combinacién de compuertas que generan U(p, q)
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Figura 5.14: Circuitos para medir el valor de expectacién de /i(q, p) en cada uno de los 16
puntos posibles del espacio de fase.

todas las operaciones sobre los bits que no sean el control. Estas no
modifican el valor de {I,) por lo que pueden ser ignoradas.

e La ultima Hadamard sobre el bit de control puede ser ignorada si, en
lugar de mirar (I,) (que involucra una pulso final de lectura que cambia
2 — z) miramos directamente el valor medio de o;: (I;).

e Se pueden agregar pares de Hadamard (cuyo efecto neto es no hacer
nada pues son auto-inversos) sobre alguno de los carbonos para evitar
tener que hacer pulsos selectivos (ver mds adelante).

Debido a las limitaciones del espectrémetro y de los parametros de nuestra
molécula de TCE hay que tomar en cuenta diversos factores: la dificultad de
hacer operaciones de un bit sobre uno de los carbonos, el acoplamiento débil
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entre H y C,, etc., cuando se elije cual de los niicleos es el bit de control. Para
los experimentos llevados a cabo aqui la mejor eleccion al tomar en cuenta
todos estos factores resulté ser usar C; como bit de control, H como bit menos
significativo y C2 como bit ma&s significativo. La razdn principal para esta
eleccion es que la mayoria de las operaciones de dos qubits involucran al bit de
control y alguno de los dos restantes. Es natural entonces que el acoplamiento
sea lo mas grande posible para que estas operaciones sean lo mas rapidas
posibles.

Uno de los obstaculos mas importantes para poder llevar a cabo este ex-
perimento con un error razonable es la implementacion de la compuerta de
Toffoli. Afortunadamente, la mitad de los puntos del espacio de fase se pue-
den medir sin dicha compuerta (los valores de w(q,p) con ¢ = 0y ¢ = 2).
Para poder medir el resto es necesario un poco de ingenio. La dificultad prin-
cipal es la siguiente: debido a que sélo podemos implementar operaciones de
dos qubits es necesario descomponer la compuerta de Toffoli en compuertas
CNOT y operaciones de un qubit. Al hacer dicha descomposicién nos damos
cuenta que hace falta hacer compuertas CNOT entre los bits 1-2, 1-3 y 2-3.
Afortunadamente, la molécula de TCE tiene un acoplamiento muy chico entre
1-3 por lo que hacer un CNOT entre esos qubits es muy dificil. Sin embargo,
debido a que algunas operaciones del final pueden ser ignoradas lo que se pue-
de hacer es disefiar una compuerta Toffoli cuya dltima compuerta CNOT este
entre H y Cs y esa operacion puede ser ignorada por no modificar el valor de
({I.). En la figura 5.15 vemos la descomposicién que usamos.

C. —®- i '\_?l_} =

Ewl! ______________

Figura 5.15: Descomposicién de la compuerta de Toffoli en operaciones de 1 y 2 qubits.

Una vez que se tienen todos los elementos para poder hacer los experi-
mentos bien definidos y pensados es importante hacer el dltimo proceso de
optimizacién para reducir al minimo el nimero de pulsos. Este proceso es
similar al que un programador encara cuando intenta optimizar las secciones
criticas de cddigo. En esos casos se busca reducir el tiempo de ejecucién del
programa utilizando diversas técnicas. Andlogamente, es posible (e impor-
tante) reducir las secuencias a su minima expresién. En el caso de RMN el
objetivo no es tanto reducir el tiempo de ejecucién del programa sino mini-
mizar los errores que se generan a lo largo del cémputo. Para ello conviene
hacer las secuencias lo mas simples y cortas posible. Uno de los trucos mas
provechosos para esto es reducir al minimo la cantidad de rotaciones en torno
al eje z utilizando el método de seguimiento de fase. Para las mediciones de
la funcion de Wigner este truco junto con la compuerta de Toffoli simplificada,
fueron fundamentales.
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Para hacer los experimentos generamos los 4 estados computaciones de
nuestras dos espines utilizando la técnica de promedio temporal [Knill98b] para.
obtener la parte de la matriz densidad que no es proporcional a la identidad.
Los resultados de medir la funcién de Wigner se pueden ver en la figura 5.16.

Para estos graficos se hicieron un total de 64 experimentos para medir
la funcién de Wigner discreta en los 16 posibles puntos del espacio de fa-
se para cada uno de los siguientes 4 estados del sistema: 1, I}, 12 y I112
de nuestros espines. Utilizando promedio temporal se reconstruyé la funcién
de Wigner de los 4 estados de la base computacional. Por ejemplo, para
reconstruir la funcién de Wigner del estado |00)(00| usamos que |00){00| =
1/4(1 + L)' (1 + 1,)? = 1/4(1 + I} + I2 + I1I2) por lo que sumando las dis-
tribuciones de Wigner de los 4 estados iniciales obtenemos el resultado de la
primer figura de 5.16. Las otras se obtienen sumando los cuatro estados con
los signos apropiados. Los resultados fueron obtenidos con dos espectrémetros
comerciales de 500MHz (un modelo AM-500 del LANAIS y un DRX-500 del
Los Alamos National Laboratory ambos de la marca Bruker). Se usé un cabe-
zal de 5mm sintonizado a !3C y 'H a las frecuencias de 125.77 MHz y 500.13
MHz, respectivamente. El error experimental medido es de aproximadamen-
te el 15% en el peor de los casos. Las fuentes mds importantes de errores
son entendidas y provienen de efectos de acoplamiento fuerte (que modifican
el comportamiento de nuestras compuertas para ciertos estados) e incerteza
numérica al integrar los espectros. Sin embargo, es claro que los resultados
del experimento demuestran el método tomografico de la funcién de Wigner
y concuerdan muy bien con los resultados tedricos. De los resultados experi-
mentales es posible reconstruir la matriz densidad utilizando la relacién (4.30).
Los resultados se pueden ver en la figura 5.17 donde se grafica |{{n|j|n’}| a par-
tir de las cuatro funciones de Wigner obtenidas experimentalmente. La figura
da una mejor idea del error experimental presente en nuestros resultados.

5.6. Resumen histérico de experimentos en RMN

Es importante aclarar que la mayoria de las técnicas presentadas aqui
fueron desarrolladas por numerosos investigadores a lo largo de los iltimos
cuatro afnos. Es conveniente, por lo tanto, hacer un breve resumen histérico
para poner en contexto los resultados originales presentados en esta tesis. La
presente explicacién sigue a Jones [Jones01b] y recomendamos leer ese articulo
para tener un buen pantallazo del estado actual de la computacién cuantica y
RMN.

La idea original de utilizar RMN fue propuesta por Gershenfeld y Chuang
[Gershenfeld97]. Alli los autores presentan su idea y muestran una técnica
relativamente complicada de generar estados pseudo-puros (que es, sin duda,
el obstaculo mas importante de superar para poder mostrar que es posible
hacer computacién cuantica con RMN). Sin embargo, fue David Cory quien
en [Cory98a] marcé el camino para futuras investigaciones en RMN. Alli no
s6lo presenta la teoria y la notacién que usamos en esta tesis (y en muchas
otras publicaciones) sino que ademds presenta los primeros resultados experi-
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mentales simples. Entre ellos: la generacién de estados pseudo-puros en dos
qubits, implementaciéon de una compuerta cuantica en dos qubits y una com-
puerta de Toffoli. Los resultados presentados en la tesis son simplemente una
reproduccién de estos primeros pasos para evaluar las limitaciones de nuestro
espectréometro y explorar sus posibilidades.

Los trabajos de Gershenfeld y Chuang junto con el de Cory y sus co-
laboradores, abrieron el camino para implementar todo tipo de algoritmos
cuanticos. Los primeros algoritmos utilizaban 2 y en el mejor de los ca-
sos 3 qubits. Entre los de dos qubits se puede destacar: el algoritmo de
Deutch [Chuang98, Jones98a], Deutch-Jozsa (una generalizacién del algorit-
mo de Deutch), blisqueda en una base de datos utilizando el algoritmo de
Grover [Jones98b, JonesOla], y “quantum counting” (una generalizacién del
algoritmo de Grover) [Jones99]. Con tres qubits se logré demostrar la eficiencia
de los cédigos de correccién de errores. Para ello se demostré cémo es posible
proteger informacién utilizando el cédigo de 3 bits [Cory98b]. También se
llevé a cabo un experimento de teleportacién [Nielsen98] donde se ‘teleportd’
el estado de un qubit entre nicleos de una molécula de TCE.

A pesar del éxito de todos estos experimentos es claro que trabajar con un
numero mayor de qubits resulta bastante complicado y engorroso. No obstan-
te hay resultados alentadores: se demostré que es posible operar con sistemas
de hasta 7 qubits [Knill00], se implementé el cédigo perfecto de correccién de
5 bits [Knill01] y hasta se pudo demostrar, primero parte del algoritmo de
Shor con 5 qubits [Vandersypen00] y, recientemente, el algoritmo completo
[Vandersypen01] utilizando 7 qubits. Estos ltimos experimentos constituyen
el “state of the art” del momento y los investigadores que los llevan a ca-
bo cuentan con espectrémetros de ultima generacion, quimicos que sintetizan
moléculas artificialmente para contar con Hamiltonianos apropiados y un sa-
ludable financiamiento. En este contexto nuestro aporte al campo de RMN
puede ser considerado modesto aunque el circuito genérico de medicién de la
funcién de Wigner es potencialmente muy 1til. Si en poco tiempo somos capa-
ces de simular sistemas cuanticos con una computadora cuantica serd natural
querer mirar los resultados en una representacién adecuada: el espacio de las
fases. Nuestro circuito resultara entonces de utilidad.

5.7. Resumen

En este iltimo capitulo presentamos con algun cuidado todas las herra-
mientas para poder entender cémo se puede implementar una computadora
cudntica usando un espectrometro de RMN. Después de explicar el marco
tedrico general nos enfocamos un poco en el caso particular de la molécula de
tricloroetileno que es la que usamos para nuestros experimentos. Presentamos
los resultados experimentales de como preparar estados psudo-puros utilizando
promedio temporal y promedio espacial y cémo hacer una compuerta CNOT
simple. Finalmente presentamos como resultado original de esta tesis la im-
plementacién de un algoritmo cudntico para medir la funciéon de Wigner de
un sistema de dos qubits.



Laminas color

100> 101>
0 2 4 6 8 2 4 6 8
8 8 e 8
6! 6 6 6
4 4 4 4
2 2 2 2
0 0 o -o
2 4 6 8
110> I11>
9. 2: 4 6 8 G0 ,8

)]

L

LS

8 8 8
6 6
4 4
2 2
s - 10 0

Figura 5.16: Resultados experimentales de la medicion de la funciéon de Wigner de los
cuatro estados computacionales para un sistema de 2 qubits. Idealmente la funciones de
Wigner son distintas de cero sélo en dos franjas verticales. En una de ellas toma el valor
1/8 (para todo p) mientras que en la otra alterna entre +1/8. El error experimental es en
el peor de los casos aproximadamente el 15%.

2345

2345

Figura 5.17: Matrices densidad reconstruidas a partir de los datos experimentales de la
funcién de Wigner para los cuatro estados: |00), |01), [10) y |11). En el grafico se muestra
el valor absoluto de (n|p|n’).
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6. Conclusiones y perspectivas

Resumiremos aqui los resultados fundamentales de esta tesis. Uno de los
obstdaculos mas dificiles de superar en computacién cudntica es la sensibili-
dad de la misma a su acoplamiento con el entorno y a los errores posibles
que se puedan generar al implementar algoritmos cuanticos. Nuestro trabajo
[Miquel97] fue la primer simulacién completa de un algoritmo relativamente
complicado para una computadora cuantica basada en la trampa de iones.
Allf mostramos claramente que cualquier intento por implementar un algorit-
mo relativamente complicado va a fracasar si no se utiliza algin método de
correccién de errores. Lo que es mds importante, encontramos una expresién
simple para predecir la fidelidad como funcién del niimero de pulsos ldser y la
dispersion en los errores. Esta férmula aproxima sorprendentemente bien los
resultados numéricos y por lo tanto es de gran utilidad practica.

A pesar de las dificultades que se presentan debido a la sensibilidad de las
computadoras cuanticas es tedricamente posible implementar en la practica
cualquier algoritmo utilizando cédigos de correccién de errores y computaciéon
tolerante a fallas. En esta area nuestra contribucién con el cédigo de 5 qu-
bits fue pionera: no sélo encontramos el minimo cédigo que corrige todos los
posibles errores de un qubit sino que encontramos un circuito que, servia tan-
to para codificar como para decodificar (invirtiendolo). Estas observaciones
sirvieron para encontrar una descripcién mas sistematico de los codigos de
correccion: la descripcién utilizando el formalismo de estabilizadores.

Finalmente el Ultimo aporte interesante que hemos presentado aqui es la
utilizacién de la funcién de Wigner discreta para entender los algoritmos de
computacion cuantica. Nuestro enfoque intenta utilizar la funcién de Wigner
como herramienta para entenderlos y posiblemente hallar nuevos. Vale la pena
aclarar que aqui s6lo hemos presentado indicios de que puede resultar util tener
una representacion en el espacio de fases de la computadora cuantica. Creemos
que todavia hay bastantes cosas que investigar en ésta direccion. Ademds la
funcién de Wigner y nuestro circuito para medirla son importantes a la hora
de usar la computacion cuantica para simular sistemas fisicos cuanticos. Sin
duda esta es un area en la cual veremos avances interesantes en los préximos
afos y disponer de un circuito simple para medir directamente la funcién de
Wigner resultara ventajoso.
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A. Implementacion de Cirac y Zoller

En este apéndice describiremos la propuesta de Cirac y Zoller para hacer
una computadora cuantica utilizando iones frios. En una trampa de iones se
puede confinar y enfriar un conjunto de iones a temperaturas cercanas a los
1 K. Los iones son atrapados utilizando laseres que los enfrian mediante coli-
siones inelasticas con los fotones emitidos por el laser. En la implementacién
propuesta por Cirac y Zoller los iones son atrapados en un arreglo unidimen-
sional como vemos en la figura A.1. Una vez atrapados, los iones oscilan en
un potencial armoénico efectivo en la direccién £ debido a su repulsién coulom-
biana y la interaccién con campos electromagnéticos de confinamiento.

Niveles de Energia

b4
e, —N— eo
e
I X z
ones @
Oscilaciones Polarizacion
del ion del Laser

Figura A.1l: Esquema de la implementacién propuesta por Cirac y Zoller. Los iones estdn
confinados a moverse en una dimensién por campos electromagnéticos. Los iones son
excitados por ldseres e interactian entre si a atravez de las oscilaciones del modo colectivo
del centro de masa.

Los iones tienen niveles de energia internos que se usan para almacenar la
informacion de un qubit. En esta implementacion son necesarios tres estados:
|9), leo) y |e1). El primero es el estado fundamental mientras que |eg) y |e1)
son dos estados excitados. Para excitar los electrones a uno u otro estado se
utiliza un laser con distinta polarizacion q.

El movimiento de los iones puede ser descripto por un potencial arménico
anisétropo de frecuencias v; < vy, donde los iones estan alineados en la
direccion . Enfriandolos con laseres, los iones ejecutan pequeiias oscilaciones
entorno a la posicién de equilibrio. Se los puede describir entonces en términos
de modos normales. Vamos a suponer que los iones estdn oscilando en el estado
fundamental (ningin fonén).

Si se le aplica un pulso laser al j’ésimo ion por un tiempo t = kmw/§2 con
frecuencia 2 (la frecuencia de Rabi) y una polarizacién elegida para excitar el
estado |eg), el estado del ion evoluciona con el siguiente Hamiltoniano:

A; = (@/2) [Jeo)j{ale™® + o) (eole®
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donde P es la fase del laser. Para que éste sea el Hamiltoniano del sistema
deben verificarse ciertas suposiciones acerca de la posiciéon del ion con respecto
a la onda estacionaria del laser (Ver [Cirac95]). La evolucién de un estado |)
esta dado por el operador de evolucién temporal:

-~

V(@) = exp [~ikZ (leo); (gle™™ + C.C)|

Es facil ver que la matriz del operador VJ-'C en la base |g), |e)o es:

=i
cos km /2 ie"*Psinkn/2 ) (A1)

k = s
Vi (@)= ( —ie*® sin kw /2 coskm/2

Este operador corresponde a una rotacién en el plano complejo. Con
esta operacién y una compuerta no-controlado tenemos conjunto de com-
puertas universales. Veamos como podemos implementar una compuerta no-
controlada con la trampa de iones.

Para ello, debemos encontrar algin mecanismo para que se modifique el
estado de uno de los iones dependiendo del estado del otro. De alguna ma-
nera debemos “comunicar” informacién entre los dos bits. Para lograr esto
se usan las excitaciones de las oscilaciones del centro de masa del sistema.
Supongamos que inicialmente el sistema esta en el estado fundamental (cero
fogones). Si le aplicamos un pulso lser de frecuencia w = w + v, (donde w
es la frecuencia necesaria para excitar al i’esimo ion) por un tiempo 7 ademas
de excitar el ion, la energia sobrante excitara el primer modo del centro de
masa. Si el ion ya estaba excitado el estado no cambiard pues el resto de la
energia no tendraddonde ir. Si ahora hacemos una operacién similar sobre
otro ion, el resultado final dependera del estado del primer ion. Vemos que
transfiriendo parte de la energia al c.m. podemos hacer operaciones sobre un
ion condicionadas por el estado del otro.

Veamos mas concretamente como podemos explotar ésta caracteristica del
modelo. Si aplicamos un pulso laser con polarizaciéon ¢ sobre el n’esimo ion
con una frecuencia w = w — v, el Hamiltoniano que describe esta interaccion
es:

-~

Q
Hn'q == 5‘

[leahn(glae™® + g} (eqlnae™®] (A2)

=

Aqui @ y a' son los operadores que destruyen y crean (respectivamen-
te) un fonén correspondiente a un modo normal del centro de masa, n =
[Rk2/(2Mv,)]'/? es pardmetro Lamb-Dicke, kg = kcosé es la proyeccién del
vector de onda k del laser sobre el eje , M es la masa del ion y N el nimero
de iones en la trampa. El subindice ¢ = 0,1 se refiere a la polarizaciéon del
laser y define cual de los dos estados del ion es excitado {{ep| o {e1])-

Si el laser se prende por un tiempo t = kn/(Qn/VN), el operador de
evolucion temporal sera:

12N



U5 = exp [~ikZ (leq)n(glae™® + C.C)] (A3)

Este operador evoluciona los estados |g)n|1) y |eq)n|0) de la siguiente ma-
nera:

l9)nl1) — COS(kﬂ/2)Ig)nI1)—iewéinkﬂ/?leq)nIO), (A4)
leqnl0) —  cos(km/2)leq)n|0) — ie™*® sinkm/2|g)nl1)

Los vectores |0) y |1) representan el estado con ningin y un fondén respec-
tivamente. Si definimos el operador Uy, , = U#{OUE'IU,I,;O que opera sobre el
n’esimo y el m’esimo ione, es ficil verificar que:

A#l,o ‘3,1 *’17;0
|9)m|g)n|0) - |9)m|g)n|0) - |g)m|g)n|0) - |9)m|9)n10)
|9)mlea)nl0) —  |@mleo)al0) —  [g)mleo)al0) —  |g)mleo)n|O)
leo)m|9)n]0) - —i|g)ml|g)nl1) - i|9)m|g)n 1) - leo)m|g)n[0)
leo)mlea)al0) —  —ilg)mleo)nll) —  —ilg)mleo)n|l) —  —leo)mleo)n|0)

Se puede ver que el tinico resultado de la interaccién es cambiarle el sig-
no al estado |eg)m|e0)r|0) mientras que deja a los demés estados invariantes.
Notese también- que el estado del centro de masa siempre vuelve al estado
fundamental (el estado con cero fonones). La ecuacién anterior es equivalente
al no-controlado. Si definimos |£) = 12(|g) + |e)o) entonces la secuencia de

operaciones Up, , aplicadas al vector |g)|+) — |g)|£) mientras que aplicado
al estado |e)|£) — |g)|F). La transformacion entre los estados |g)n,|€0)n ¥
|+)n, |—)n se puede implementar con el operador Vi / 2(1r /2) que mostramos al
principio.

El no-controlado se construye entonces aplicando las siguientes cinco trans-
formaciones a nuestros iones:

Uno-cont. = V' *(w/2) U0 U0V /2 (=7 /2) (A6)

Con estos cinco pulsos ldseres logramos nuestro proposito: la negacién
del bit m controlada por el bit n. Cirac y Zoller muestran que, usando los
operadores Up, », y V,¥(®) también es posible implementar una compuerta de

Toffoli (usando 7 pulsos léseres) y cualquier otra compuerta no-(controlada)?.
1

!La compuerta no-(controlada)” es la generalizacién de la compuerta no-controlada pero
en vez de uno tiene p bits de control. En ésta notacién, la compuerta de Toffoli es una
no-(controlada)?.
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De la implementacién presentada aqui vemos las fuentes de errores que es-
tudiamos en el capitulo 3. Si el tiempo durante el cual aplicamos un pulso laser
sobre un ion para realizar la operacién Vj"(<I>) no es exactamente un miltiplo
de 7w/ entonces el ion puede quedar en una combinacién lineal incorrecta. En
el capitulo 3 analizamos los efectos de errores en la duracion de los pulsos y
las fases de los laseres.



B. Secuencias de pulsos RMN

En este apéndice mostramos las secuencias de pulsos para generar estados
pseudo-puros utilizando promedio temporal. Primero presentaremos las cuatro
secuencias necesarias para generar el estado |0)(0| ® I, ® |0){0|. Para generar
este estado necesitamos generar: 12, 2I'12, 21212 y 4IlI?I3. Las secuencias

parten del estado térmico I! + I2 + I2.

(SECUENCIA PARA GENERAR 12 )
L+I24+D
(n/2)3? 1 2 3
L-I-1
[grad].
BT Ii
[=/2)}
v I:,
["/Z]Jn 21:,13
[r/2)}
2112
[r/2)2
—r , oaAlr
[”/21.112 Ig
v
2 2
[7/2)z I':v
e J
( SECUENCIA PARA GENERAR 21213 B
L+ +1
n/2]23
(/22 Ii _ Ii _ 13
(grad]
I,
["/2]:, Il
xr
["/2].1‘2 21;13
{n/2)}
21! 12
(=/2)2
—r . aAlr?
l"/zlJlg 12
v
["/2lJ23 2121;3
—-ns2)2
P72, oy
- )
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SECUENCIA PARA GENERAR 2I'12

(x/2)22
[grad].
—_—
[m/2)},
————ea

["/2] J12
- -

(r/2)}

I+ +13
2 3
L--1
L
I]
2
212

21 12

( SECUENCIA PARA GENERAR 41 1213

(w/2)3°
[grad).
{n/2]},
(m/2) 4y,
(n/2);
(-n/2)3
— =,
A2 |
[-m/2)3?

(~m/2)3

.

L+12+13
L--1
Il
Il
212
2112

2
p) i i
—4LI2K}
anrrn

4arn

/

Si bien en teoria la secuencias son sencillas hay que recordar que hay va-
rias limitaciones al trabajar con un espectrémetro de dos canales (*H y !3C.
Para ver las dificultades que hay al pasar las secuencias a programas del es-
pectrémetro aqui mostramos el listado (comentado) de la secuencia que genera
4I'1213 en un formato casi idéntico al usado por el espectrémetro Bruker DRX

500.

Todas las secuencias comienzan de la misma manera: un pulso sobre los
carbonos para crear polarizacién en en C y después un gradiente para des-

truirla:

; pi/2 X sobre C
(p1 phO) : f1
3u



2. Nociones basicas

2.1. Computadoras clasicas

Para poder entender muchas de las ideas y conceptos usados en compu-
tacién cuantica es conveniente hacer una breve discusién acerca de la teoria
clasica de la computacién. Introduciremos primero los conceptos de algoritmo
y méaquina de Turing, para después hablar sobre complejidad algoritmica y
las distintas clases de complejidad. Después haremos una breve introduccién
a los circuitos clasicos usados para describir algoritmos y finalmente introdu-
ciremos el andlogo cudntico y usaremos el algoritmo de Grover para ver cémo
es posible utilizar una computadora cuantica para resolver un problema maés
eficientemente que lo que puede hacer cualquier computadora clasica.

2.1.1. Algoritmos, mdquinas de Turing y complejidad algoritmica

Un algoritmo no es otra cosa que un procedimiento sistemético que con-
siste de una serie de pasos a repetir hasta llegar a la solucién de un problema.
Para definir mas rigurosamente la nocién de algoritmo y su implementacién en
computadoras hace falta formalizar el concepto de “computadora” y “procedi-
miento sistematico”. Alan Turing encontré una forma de hacerlo creando una
médquina abstracta que hoy se conoce como méaquina de Turing [Turing37).

Una maquina de Turing es una computadora llevada al nivel mas basico que
podemos imaginar. Posee un nimero finito de estados internos que llamaremos
n;, 1 =0,..., M. La maquina tiene ademas un cabezal ¢ que es capaz de hacer
dos tipos de simbolos sobre una cinta infinita (ver figura 2.1). La cinta pasa
por debajo del cabezal y se puede mover en dos direcciones: para adelante o
para atras. Esta dividida en celdas ..., —1,0,1... donde se puede escribir dos
tipos de simbolos etiquetados: 0 y 1.

{Como opera la maquina? La computadora esta en el estado interno n;
definido con el cabezal sobre una de las celdas de la cinta. Lee el simbolo
s que esta debajo del cabezal y realiza alguna combinacién de las siguientes
acciones: modifica el valor sobre la cinta a s/, cambia de estado interno a n;
y/o mueve el cabezal hacia una de las dos direcciones posibles o = £1,0. El
conjunto de cinco nimeros: n;(s, s’,o0)n; define a nuestra maquina de Turing
y el algoritmo que se esta implementando.

En la definicién anterior de maquina de Turing el programa esté codificado
en la tabla de estados internos y las posibles transiciones. Sin embargo se
podria incluir el programa como parte de la entrada en la cinta. A esta
maquina se la conoce como maquina de Turing Universal. En la teoria de
la computacién se “define” algoritmo como aquel procedimiento sistematico
que puede ser llevado a cabo por una maquina de Turing Universal. La palabra
“define” aparece entre comillas porque en realidad esto no es una definicién de



gon:ngrad ; gradiente
gcrush

goff:ngrad

gwait

200m

Aunque pueda parecer poco inteligente en un principio la idea es ahora
transferir la polarizacién restante (la que estd en 'H) al resto del sistema.
La razén es que la polarizacién del 'H es cuatro veces mas grande que la de
13C. Ademas, al haber menos operadores producto se acoplan menos términos
iniciales y eso resulta en estados mas “limpios”. Observar también el tiempo
de espera de 200ms para dejar que desparezcan las corrientes inducidas al
variar prender y apagar los gradientes.

El préximo paso consiste en transferir la polarizacién al resto del sistema
utilizando el acoplamiento J;o entre H y C;. Dejando actuar el acoplamiento
por tiempo 1/(2J;2) se pueden transformar (usando también pulsos selectivos)
términos de la forma I} ¢ 2I!I2. Aqui usamos ese truco. Observar ademds
que, al no haber polarizacién en C; se puede ahorrar un pulso selectivo sim-
plemente usando un pulso “duro” sobre ambos carbonos:

; Pi/2 Y sobre H
(p2 ph1):f2
; XII

; pi/2 acoplamiento H-C1
"d6=0.5s/cnst1"

dé

; YZI

(p1 ph2):f1 ; pi/2 -X sobre C1-C2
3u

(p2 ph0):f2 ; pi/2 X sobre H

; ZYI

Ahora hacemos un acoplamiento Jo3. Para ello se hace un pulso de re-
enfoque sobre ambos carbonos (para matar el acoplamiento H-C;, H-C, y la
rotacién en C,. Esta parte termina con un pulso 7 sobre ambos carbonos para
cambiar el signo al operador producto:

; pi/2 C1-C2 coupling
"d7=(0.5s/cnst2 - p3)/2"

d7

(p3 ph0):f1  ; pi X sobre C
d7
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; —ZXZ + basura

(p1 ph3):f1 ; pi/2 -Y sobre C
3u
; ZZX + basura

Debido a acoplamientos no deseados queda, en este punto, ademas del ope-
rador 4111212 otros términos no deseados (“basura”). Después nos ocuparemos
de ellos. La secuencia sigue con un pulso selectivo sobre Ca:

; ZZX + basura
; Pulso selectivo sobre C2

Wy (p1 ph0):f1 ; pi/2 X sobre C
T- "d24 = 1s/(8*cnst4) - p2 - pi"
) d24
(p4 ph0):£f2 ; pi X sobre H
d24

(pt ph2):f1 ; pi/2 X sobre C

; ZZZ + basura

Notar el pulso de re-enfoque sobre H en el medio para matar parte del
acoplamiento Jjo y Jy3 que pueda surgir durante este periodo.

La secuencia termina con un gradiente para deshacernos de los términos
sobrantes (“basura”) que tenga polarizacién transversal.

E gon:ngrad ; gradiente para eliminar la basura
i gcrush
A goff :ngrad
p | gvait
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